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نامتقارن  یکه تحت فشار داخل یکربن یها شده توسط نانولوله یتتقو یا استوانه ی تنش و خمش پوسته یلمقاله تحل یندر ا 

در سراسر طول  یطیمختلف مح های یهبه صورت نامتقارن تحت زاو یشده است. در واقع، فشار داخل یقرار دارند بررس

بهبود  ینامتقارن، توسط تئور یتحت فشار داخل یا پوسته استوانه رکت. معادلات حاکم بر حشود یاستوانه به آن اعمال م

 یدهحل گرد یافته یمتعم یچرکوادر یفرانسیلد یحاکم به کمک روش عدد یفرانسیلیاستخراج شده است. معادلات د یافته

 سهیاباکوس مقا یافزار تجار حل اجزاء محدود نرم یجبدست آمده با نتا یجروابط و روش حل نتا یاست. به منظور اعتبارسنج

 یمتفاوت در هر دو انتها یمرز یطمختلف مانند شرا یها اثر پارامتر یتمشاهده شد. در نها یجنتا ینب یو مطابقت مناسب

نرمال و  یها انواع تنش ینو همچن یو شعاع یطیمح ی،طول ییجابجا ییراتتغ ی،فشار یاعمال بارگذار ی یهاستوانه، زاو

 ییجابجا ییراتدرجه تغ ۹0و  ۶0، 30 یببه ترت یاعمال بارگذار یهزاو یشنشان داد با افزا تایجشده است. ن یبررس یبرش

است. در  یشترب یمحور یینسبت به جابجا یشعاع ییجابجا یبرا ییراتتغ یننشان داد ا یجاست. نتا یافتهکاهش  یطول

 یو محور یشعاع ییجابجا یبرا یبارگذار مالاع یهزاو یشبا افزا ییراتروند تغ یردارگ-یردارگ یگاه یهتک یمرز یطشرا

از کاهش  یدرجه حاک ۹0و  ۶0اعمال بار  یایزوا یساده برا-ساده یشرائط مرز یبرا یمحور ییجابجا ییراتاست. تغ یکسان

قرار گرفتند.  یمورد بررس 3تا  1 یلاغر یبضرا یبرا یو محور یشعاع ییجابجا ییراتاست. تغ یشو سپس افزا 0.3تا طول 

 ندارد. یمحسوس یرتأث یتنش برش یرو یاعمال بارگذار یهزاو ییرنشان داد تغ ایجنت
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 In this paper, stress and bending analysis of the cylindrical shell reinforced by the carbon nanotubes 
under the asymmetric internal pressure have been investigated. In fact, internal pressure is applied 
asymmetrically under the various environmental angle around the length of the cylinder. The 
equations governed the motion of the cylindrical shell under the asymmetric internal pressure are 
derived based on the improved theory. The governing differential equations is solved using the 
extended quadrature differential numerical method. For the verification of the equations and 
solution method, the obtained results have been compared with the results based on the ABAQUS 
finite difference software and good correlation has been observed. Finally, the effects of different 
parameters such as different boundary conditions at the both cylinder’s ends, the angle of the 
loading pressure, the variations in longitudinal, environmental and radial displacements as well as 
types of normal and shear stresses are studied. The results showed that with the increase of the 
loading angle of 30, 60 and 90 degrees respectively, the longitudinal displacement changes have 
decreased. The results showed that these changes are more for radial displacement than for axial 
displacement. In the boundary conditions of support-support, the change process is the same with 
the increase of the loading angle for radial and axial displacement. Axial displacement changes for 
simple-simple boundary conditions for load application angles of 60 and 90 degrees indicate a 
decrease up to 0.3 length and then an increase. Radial and axial displacement changes were 
investigated for slenderness ratio coefficients 1 to 3. The results showed that changing the loading 
angle has no significant effect on the shear stress. 

Keywords: 
Shell 
Carbon NanoTube 
Asymmetric Internal Pressure 
Refined Theory 
General Differential Quadrature 

 

http://mjmec.ir/
http://mjmec.ir/
http://www.smeir.org/
https://doi.org/10.22034/ijme.2025.475719.2002


  

 محمدعلی کاظمی و همکاران نامتقارن یتحت فشار داخل یکربن یها شده با نانو لوله یتتقو یا استوانه ی پوسته یلتحل

 

 12، شماره 11دوره  ،1403اسفند مهندسی ساخت و تولید ایران،  44

 

 مقدمه -1
گسترش است. ازجمله روز در حال های مختلف روزبهاند در سازههای نازک شناخته شدهکاربرد سطوح خمیده که تحت عنوان پوسته

های گنبدی ها، سقفها، سرپوشها، مخازن تحت فشار، تایر اتومبیلهای هواپیما، پوشش خارجی پرتابهتوان به بالاین کاربردها می

توان بخشی از یک پوسته های ذخیره و غیره اشاره نمود. یک ورق خمیده را میکننده، تانکهای خنکشکل، سقف ماشین، برج

ای ها، صفحهباشند. همانند ورقهای خمیده قابل استفاده میهای نازک نیز برای ورقد و لذا معادلات عمومی برای پوستهمحسوب کر

ی کاربردی و هایی که جنبهشود. پوستهعنوان سطح میانی در نظر گرفته میکند را بهها را به دو نیم تقسیم میکه ضخامت پوسته

باشد. برای  0.05ها برابر یا کمتر از شوند که نسبت ضخامت به شعاع انحنای آننازک محسوب می صنعتی دارند، در صورتی پوسته

 [.1] تر نیز باشدیا کوچک 0.01باشند، این نسبت ممکن است های نازک که ازنظر کاربردی دارای اهمیت بیشتری میپوسته

فشار داخلی و بار حرارتی و ساخته شده از مواد هدفمند را تحتپلاستیک مخازن جدار ضخیم -رفتار الاستو[ 2ن ]پرویزی و همکارا

ای وجود دارد که در آن تنش از فشار داخلی، نقطهها نشان داد که در مواد هدفمند تحتصورت تحلیلی بررسی کردند. بررسی آنبه

ن چادوری و همکاراد. ت دما بستگی دارشود. مکان این نقطه به جنس و هندسه ماده و البته تغییراحالت فشاری به کششی تبدیل می

تیموشنکو و استفاده از تئوری کلاسیک مطالعه کردند. استنلی -ای را به کمک نظریه لاوی استوانهاثرات فشار داخلی بر روی پوسته [3]

های را به نش این استوانهها کرنش، تغییر شکل و کماهای فولادی تحت فشار داخلی را بررسی کردند. آنواماندگی استوانه[ 4] و کمبل

ای تحت فشار داخلی را به ارتعاش آزاد پوسته استوانه[ 5ن ]عظیمی و همکارا ازای مقادیر مختلف نسبت قطر به ضخامت بررسی کردند.

شود. همچنین هرچه ضخامت پوسته کمک نظریه لاو بررسی کردند و نشان دادند که فشار داخلی باعث افزایش فرکانس طبیعی می

ای که جنس رفتار استاتیکی مخازن استوانه[ ۶ن ]طهانی و طالبیاد. شوشتر شود، اثر فشار داخلی بر روی فرکانس طبیعی کمتر میبی

ای ساختهها از مواد هدفمند بود را تحت بارهای مکانیکی و حرارتی مطالعه کردند و نشان دادند که توزیع تنش در مخازن استوانهآن

تواند برای کنترل توزیع تنش و دما مورد استفاده قرار ی توزیع خواص آن وابسته است که میبه نوع مواد و نحوه شده از مواد هدفمند،

داخلی  عرضی و طولی هایکنندهتقویت با نازک که جدار ایاستوانه به بررسی کمانش پوسته[ 7ن ]اسماعیل دخت و همکارا گیرد.

کمانش را  نیروی مقدار بر جانبی نیروی به محوری نیروی جانبی را بررسی و اثرات نسبت رفشا و تحت نیروهای محوری تقویت شده بود،

 محیطی، نیروی نیروی به محوری نیروی نسبت رشد باها نشان داد که مطالعه کردند. مطالعات آن ابعادی مختلف هاینسبت به ازای

ای شیاردار تحت کمانش استوانه پوسته[ 8ن ]جیائو و همکاراد. دارنرا بیان می کاهش محیطی کمانش نیروی و افزایش محوری کمانش

 با کهطوریبه دارد کمانش بار بحرانی روی بر شیارتاثیر بسزایی صورت تجربی بررسی کردند و نشان دادند که تعداد)بار محوری( را به

فناوری نانو در بسیاری از علوم ازجمله علوم مهندسی های اخیر در سال رو به کاهش است. کمانش بحرانی بار تعداد شیارها افزایش

شوند. شواهد تجربی نشان داده که بسیاری از مواد به کمک مواد نانو تقویت میطوریموردتوجه محققان بسیاری قرار گرفته است، به

ها برخوردارند. سبت به دیگر الیافهای کربنی به عنوان الیاف تقویت کننده از خواص بسیار خوبی ناست حاکی از آن است که نانولوله

اخیراً در زمینه خواص و [. ۹د ]ترین مواد شناخته شده هستناین مواد از نقطه نظر مقاومت کششی و ضریب کشسانی، یکی از مستحکم

مهرآبادی و جعفری . [12-10ت ]های تحقیقاتی بسیاری انجام شده اسهای کربنی در شرایط بارگذاری مختلف کارهای نانولولهویژگی

های کربنی تک جداره با توزیع یکنواخت و مستقر بر بستر الاستیک شده با نانولولهی مخروطی ناقص تقویتپوسته[ 13] همکاران

های کربنی، اثر نسبت )پسترناک(، رفتار ارتعاشی بر اساس تئوری مرتبه اول تغییر برشی موردمطالعه قرار دادند. میزان حجمی نانولوله

رفتار [ 14] کارلیچ های طبیعی سازه مورد بررسی قرار گرفت.های بستر الاستیک بر روی فرکانسه شعاع مخروط و ثابتضخامت ب

ها، نسبت طول های کربنی چندلایه بر روی بستر الاستیک را مورد بررسی قرار دادند. مشاهده شد افزایش تعداد لایهدینامیکی نانولوله

 شوند.فرکانسی غیرخطی می به قطر خارجی باعث کاهش پاسخ

های کربنی تحت فشار داخلی نامتقارن بررسی شده شده با نانولولهای تحت تقویتهای استوانهدر این مقاله، رفتار استاتیکی پوسته

معادلات است. بدین منظور، ابتدا به کمک نظریه بهبودیافته معادلات استخراج گردیده و سپس با استفاده از روش تفاضل مربعات این 

ها مشاهده شد. درنهایت اثر پارامترهای افزار آباکوس مقایسه و مطابقت مناسبی بین آنآمده با نتایج نرمدستاند. نتایج بهحل شده

ی اعمال بارگذاری فشاری، تغییرات جابجایی طولی، محیطی و شعاعی و مختلف مانند انواع شرایط مرزی در دو سر استوانه، زاویه

 های نرمال و برشی بررسی شده است.اع تنشهمچنین انو
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 استخراج معادلات -2

 ها در خواص مکانیکیاعمال اثرات نانولوله -2-1

های متمرکز کروی شکل ها تأثیر بسزایی در بهبود خواص مواد دارد. در این مقاله فرض شده است نواحی با نانولولهاستفاده از نانولوله

های کربنی در ، کل حجم نانولوله1اند. مطابق شکل شدهی اطرافشان، در نظر گرفتهمتفاوت از ماده صورت قسمتی با خواصیبوده و به

Vr)س بخش ماتری در دو (Vr)می نمونه حجم کلی المان حج
m)  و نواحی متمرکزشده(Vr

concentrated) که طوریشود بهررسی میب

 :1معادله  توان نوشت می

(1) 𝑉𝑟 = 𝑉𝑟
𝑐𝑜𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑡𝑒𝑑 + 𝑉𝑟

𝑚 

 

 
   [15ها ]المان حجمی نمونه از تراکم نانولوله 1شکل 

 

ت حجم و نسب (V)که به ترتیب نسبت حجم ناحیه کروی شکل متمرکزشده به حجم کل از المان حجمی نمونه  ζ و μمتر دو پارا

صورت های تراکم بوده و بهباشند، ثابتها در المان حجمی نمونه مینانولولههای پراکنده شده در ناحیه متمرکزشده به حجم کل نانولوله

 شوند:تعریف می 2رابطه 

(2) 
𝜇 =

𝑉𝐶𝑜𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑡𝑒𝑑

𝑉
 

𝜁 =
𝑉𝑟
𝐶𝑜𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑡𝑒𝑑

𝑉𝑟
 

μکه درصورتی = ها پارامتر درجه تراکم از نانولولهشده و با کاهش این صورت یکنواخت در ماتریس پراکندههای کربنی بهنانولوله 1

ζیابد. همچنین وقتیشدت بیشتری می = ها در نواحی متمرکزشده جمع شده و با کاهش این پارامتر، تمرکز نانولولهی نانولولههمه 1

ζیابد. زمانی که ها در این نواحی کاهش می = μ و بایداند صورت یکنواخت داخل ماتریس توزیع شدههای کربنی بهنانولوله ζ از μ 

های مختلف میکرو مکانیکی تواند با روشرکیب نواحی متمرکز و ماتریس میبیشتر باشد تا تراکم ظاهر شود. مدول الاستیک از ت

صورت ایزوتروپیک عرضی های کربنی بهشده است. نانولولهاستفاده[ 18-15ا ]تاناک-موری-محاسبه شود که در این مقاله از روش اشلبی

اند؛ بنابراین، نواحی متمرکزشده نیز ایزوتروپیک هستند. شدهجهات تصادفی در نواحی متمرکزشده هستند، در نظر گرفته که دارای

 شوند:تعریف می 3صورت رابطه های بالک و برشی نواحی تمرکز یافته و ماتریس به ترتیب بهمدول

(3) 

𝐾𝑖𝑛 = 𝐾𝑚 +
𝑓𝑟𝜁(𝛿𝑟 − 3𝐾𝑚𝛼𝑟)

3(𝜇 − 𝑓𝑟𝜁 + 𝑓𝑟𝜁𝛼𝑟)

𝐾𝑜𝑢𝑡 = 𝐾𝑚 +
𝑓𝑟(1 − 𝜁)(𝛿𝑟 − 3𝐾𝑚𝛼𝑟)

3(1 − 𝜇 − 𝑓𝑟(1 − 𝜁) + 𝑓𝑟(1 − 𝜁)𝛼𝑟)

𝐺𝑖𝑛 = 𝐺𝑚 +
𝑓𝑟𝜁(𝜂𝑟 − 2𝐺𝑚𝛽𝑟)

2(𝜇 − 𝑓𝑟𝜁 + 𝑓𝑟𝜁𝛼𝑟)

𝐺𝑜𝑢𝑡 = 𝐺𝑚 +
𝑓𝑟(1 − 𝜁)(𝜂𝑟 − 2𝐺𝑚𝛽𝑟)

2(1 − 𝜇 − 𝑓𝑟(1 − 𝜁) + 𝑓𝑟(1 − 𝜁)𝛽𝑟)
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شده تقویت از ماده (G)و برشی مؤثر  (K)های بالک مؤثر مدولشده در معادله فوق، در ادامه معرفی خواهند شد. پارامترهای استفاده

 استخراج گردد: 4صورت رابطه تواند از روش موری تاناکا بهمی

(4) 

𝐾 = 𝐾𝑜𝑢𝑡{1 +
𝜇(

𝐾𝑖𝑛

𝐾𝑜𝑢𝑡
− 1)

1 + 𝛼(1 − 𝜇)(
𝐾𝑖𝑛

𝐾𝑜𝑢𝑡
− 1)

}

𝐺 = 𝐺𝑜𝑢𝑡{1 +
𝜇(

𝐺𝑖𝑛

𝐺𝑜𝑢𝑡
− 1)

1 + 𝛽(1 − 𝜇)(
𝐺𝑖𝑛

𝐺𝑜𝑢𝑡
− 1)

}

 

 با تعریف پارامترهای زیر:

(5) 

𝑣𝑜𝑢𝑡 =
3𝐾𝑜𝑢𝑡 − 2𝐺𝑜𝑢𝑡
2(3𝐾𝑜𝑢𝑡 + 𝐺𝑜𝑢𝑡)

𝛼 =
1 + 𝑣𝑜𝑢𝑡

3(1 − 𝑣𝑜𝑢𝑡)

𝛽 =
2(4 − 5𝑣𝑜𝑢𝑡)

3(1 − 𝑣𝑜𝑢𝑡)

 

 :5که در روابط 

(۶) 

𝛼𝑟 =
3(𝐾𝑚 + 𝐺𝑚) + 𝑘𝑟 + 𝑙𝑟

3(𝐺𝑚 + 𝑘𝑟)

𝛽𝑟 =
1

5
{
4𝐺𝑚 + 2𝑘𝑟 + 𝑙𝑟
3(𝐺𝑚 + 𝑘𝑟)

+
4𝐺𝑚

𝐺𝑚 + 𝑝𝑟
  
2{𝐺𝑚(3𝐾𝑚 + 𝐺𝑚) + 𝐺𝑚(3𝐾𝑚 + 7𝐺𝑚)}

𝐺𝑚(3𝐾𝑚 + 𝐺𝑚) + 𝑚𝑟(3𝐾𝑚 + 7𝐺𝑚)
}

𝛿𝑟 =
1

3
{𝑛𝑟 + 2𝑙𝑟 +

(2𝑘𝑟 + 𝑙𝑟)(3𝐾𝑚 + 2𝐺𝑚 − 𝑙𝑟)

𝐺𝑚 + 𝑘𝑟
}

𝜂𝑟 =
1

5
{
2

3
(𝑛𝑟 − 𝑙𝑟) +

8𝐺𝑚𝑝𝑟
𝐺𝑚 + 𝑝𝑟

+ 
2(𝑘𝑟 − 𝑙𝑟)(2𝐺𝑚 + 𝑙𝑟)

3(𝐺𝑚 + 𝑘𝑟)
+

8𝑚𝑟𝐺𝑚(3𝐾𝑚 + 4𝐺𝑚)

3𝐾𝑚(𝑚𝑟 + 𝐺𝑚) + 𝐺𝑚(7𝑚𝑟 + 𝐺𝑚)
}

 

ی کنندهمدول الاستیک هیل برای فاز تقویت prو   kr ،lr ،mr ،nrماتریس،  به ترتیب مدول بالک و برشی Gmو  Kmکه 

 می باشد: 7زیر از رابطه  بصورت v محاسبه مدول یانگ و ضریب پواسون[. 1۹د ]باشنهای کربنی( می )نانولوله

(7) 
𝐸 =

9𝐾𝐺

3𝐾 + 𝐺

𝑣 =
3𝐾 − 2𝐺

6𝐾 + 2𝐺

 

frی کننده و ماتریس معادل هستند که رابطهکسر حجمی تقویت fm و frنین همچ + fm = ( ρکنند. چگالی جرمی )را ارضاء می 1

 شود:سبه میاز رابطه زیر محا

(8) 𝜌 = 𝜌𝑟𝑓𝑟 + 𝜌𝑚𝑓𝑚 
 آورده شده است. 1های کربنی در جدول ص نانولولهخواند. باشماتریس می کننده وبه ترتیب دانسیته جرمی از تقویت ρmو  ρr که

 
 [15ربنی ]خواص مکانیکی نانولوله ک 1جدول 

12/۶4۹ (GPaمدول یانگ )طولی( )  

27/11 (GPaمدول یانگ )عرضی( )  

13/5 (GPaمدول برشی )طولی( )  

284/0 ضریب پواسون  

 
 استخراج معادلات با استفاده از تئوری بهبودیافته -2-2

های شده مطابق تئوری تغییر شکل برشی بهبودیافته با نانولولهای تقویتدر این بخش، معادلات حاکم بر تحلیل تنش پوسته استوانه

 [:20ت ]صورت زیر اسشده است. براساس تئوری مرتبه سوم ردی، معادلات میدان جابجایی بهکربنی، تحت بار داخلی نامتقارن ارائه
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(۹) 
𝑈(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝜃) + 𝑧𝜓𝑥(𝑥, 𝜃) + 𝑧

2𝜍𝑥(𝑥, 𝜃) + 𝑧
3𝜂𝑥(𝑥, 𝜃)

𝑉(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑣(𝑥, 𝜃) + 𝑧𝜓𝜃(𝑥, 𝜃) + 𝑧
2𝜍𝜃(𝑥, 𝜃) + 𝑧

3𝜂𝜃(𝑥, 𝜃)

𝑊(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑤(𝑥, 𝜃)

 

θبر صفحه میانی در صفحات  به ترتیب چرخش حول محور عمود ψθو  ψxکه  − z  وx − z باشند. همچنین، میςi   وηi 

(i = θ, xباشند.های مرتبه بالاتر جابجایی صفحه میانی می( پارامتر 

σxzای صفر باشند )های برشی در سطوح داخلی و خارجی پوسته استوانهاگر تنش = σzθ =  [:22-21ت ]نوش توان(، می0

(10) 
𝜓𝑥 + 2𝑧𝜍𝑥 + 3𝑧

2𝜂𝑥 +
𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0

𝜓𝜃 + 2𝑧𝜍𝜃 + 3𝑧
2𝜂𝜃 +

1

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝜃
= 0

 

zدادن با قرار  = ±h/2 ها چهار مؤلفه آید که با حل آن چهار معادله به دست میدر دو رابطه بالاςr ،ςθ ،ηr  وηθ صورت زیر به به

 ند:آیدست می
𝜍𝑥 = 𝜍𝜃 = 0

𝜂𝑥 = (−
4

3ℎ2
)(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜓𝑥)

𝜂𝜃 = (−
4

3ℎ2
)(
𝜕𝑤

𝑟𝜕𝜃
+ 𝜓𝜃)

 (11) 

 خواهیم داشت: ۹دادن این چهار مؤلفه در رابطه با قرار 

(12) 

𝑈(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝜃) + 𝑧𝜓𝑥(𝑥, 𝜃) + 𝑓(𝑧)(
𝜕𝑤(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
+ 𝜓𝑥(𝑥, 𝜃))

𝑉(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑣(𝑥, 𝜃) + 𝑧𝜓𝜃(𝑥, 𝜃) + 𝑓(𝑧)(
𝜕𝑤(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝜃
+ 𝜓𝜃(𝑥, 𝜃))

𝑊 (𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑤(𝑥, 𝜃)

 

−) برابر f(z)ردی طبق تئوری 
4z3

3h2
 [:20] خامت ورق گرد استض h است که (

( است که هر یک تابع ws( و برشی )wbشامل دو بخش خمشی ) wجابجایی عرضی بر اساس تئوری تغییر شکل برشی بهبودیافته 

(x, θ) ند:باشمی 

(13) 𝑤(𝑥. 𝜃) = 𝑤𝑏(𝑥, 𝜃) + 𝑤𝑠(𝑥, 𝜃) 

,ψxهای جابجاییهمچنین  ψθ [:20د ]شوتعریف می 13صورت رابطه کلاسیک ورق به طبق تئوری 

𝜓𝑥(𝑥, 𝜃) = −
𝜕𝑤𝑏(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥

𝜓𝜃(𝑥, 𝜃) = −
𝜕𝑤𝑏(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝜃

 (14) 

بر اساس تئوری تغییر شکل برشی  f(z)رابطه آید که در این به دست می 15، رابطه 12در رابطه  14و  13های با قرار دادن رابطه

1بهبودیافته برابر 

4
z −

5

3
(
z3

h2
 است. (

𝑈(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝜃) − 𝑧
𝜕𝑤𝑏(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
+ 𝑓(𝑧)(

𝜕𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
)

𝑉(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑣(𝑥, 𝜃) − 𝑧
𝜕𝑤𝑏(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝜃
+ 𝑓(𝑧)(

𝜕𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝜃
)  

𝑊 (𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑤𝑏(𝑥, 𝜃) + 𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

 (15) 

 است. 1۶بطه صورت راای بهکرنش در مختصات استوانه-معادله تنش

{
 
 

 
 
𝜎𝑥
𝜎𝜃
𝜎𝑧
𝜎𝑧𝜃
𝜎𝑥𝑧
𝜎𝑥𝜃}

 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 𝐶13 0 0 0
𝐶12 𝐶22 𝐶23 0 0 0
𝐶13 𝐶23 𝐶33 0 0 0
0 0 0 𝐶44 0 0
0 0 0 0 𝐶55 0
0 0 0 0 0 𝐶66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝜀𝑥
𝜀𝜃
𝜀𝑧
𝛾𝑧𝜃
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑥𝜃}

 
 

 
 

 (1۶) 

صورت . همچنین، ضرایب ماتریس سختی الاستیک بهباشندتنش می σiکرنش و  εi ماتریس سختی الاستیک، Cijاین رابطه که در 

 گردد:زیر تعریف می
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𝐶11 = 𝐶22 =
𝐸(𝑥, 𝑧)

1 − 𝑣2

𝐶12 =
𝑣𝐸(𝑥, 𝑧)

1 − 𝑣2

𝐶44 = 𝐶55 = 𝐶66 =
𝐸(𝑥, 𝑧)

2(1 + 𝑣)

 (17) 

 است: 18صورت روابط ای بهجابجایی در مختصات استوانه-معادله کرنش

𝜀𝑥 =
𝜕𝑈

𝜕𝑥

𝜀𝜃 =
𝑊

𝑟
+
1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝜃
𝜀𝑧 = 0

𝛾𝑧𝜃 =
1

𝑟

𝜕𝑊

𝜕𝜃
+
𝜕𝑉

𝜕𝑧
−
𝑉

𝑟
        

𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝑈

𝜕𝑧
+
𝜕𝑊

𝜕𝑥

𝛾𝜃𝑥 =
𝜕𝑉

𝜕𝑥
+
𝜕𝑈

𝑟𝜕𝜃

 (18) 

 گردند.از تئوری تغییر شکل برشی بهبودیافته استخراج می 1۹ها مطابق رابطه کرنش 18در روابط  15ه با قراردادن رابط

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
− 𝑧  

𝜕2𝑤𝑏(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑧)

𝜕2𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥2

𝜀𝜃 =
1

𝑟
{𝑤𝑏(𝑥, 𝜃) + 𝑤𝑠(𝑥, 𝜃) +

𝜕𝑣(𝑥, 𝜃)

𝜕𝜃
− 𝑧(

𝜕2𝑤𝑏(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝜃2
) + 𝑓(𝑧)(

𝜕2𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝜃2
)}

𝛾𝑧𝜃 =
1

𝑟
{
𝜕𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝜕𝜃
+ (

𝜕𝑓(𝑧)

𝜕𝑧
)(
𝜕𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝜕𝜃
) − 𝑣 + 𝑧(

𝜕𝑤𝑏(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝜃
) − 𝑓(𝑧)(

𝜕𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝜃
)}  

𝛾𝑧𝑥 = (1 +
𝜕𝑓(𝑧)

𝜕𝑧
) 
𝜕𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
     

 𝛾𝑥𝜃 =
𝜕𝑣(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
− 2𝑧

𝜕2𝑤𝑏(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝑥𝜕𝜃
+ 2𝑓(𝑧)

𝜕2𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝑥𝜕𝜃
+
𝜕𝑢(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝜃

 (1۹) 

 به صورت زیر است: 20از اصل همیلتون رابطه 

∫𝛿𝑈1 − 𝛿𝛺𝑑𝑡 = 0

𝑡

0

 (20) 

U1 انرژی پتانسیل کرنشی و Ω کار نیروی خارجی است. از سوی دیگر δ نماد تغییرات است. برای به دست آوردن δU نوشت: توانمی 

𝛿𝑈 = ∫(𝜎𝑥𝛿𝜀𝑥 + 𝜎𝜃𝛿𝜀𝜃 + 𝜎𝑧𝜃𝛿𝛾𝑧𝜃
𝑉

+ 𝜎𝑧𝑥𝛿𝛾𝑧𝑥 + 𝜎𝑥𝜃𝛿𝛾𝑥𝜃)𝑑𝑣 (21) 

 شود:تعریف می 22های تنش طبق رابطه منتجه

{

𝑁𝑥
𝑀𝑥

𝑃𝑥

} = ∫ 𝜎𝑥 {
1
𝑧
𝑓(𝑧)

}
ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧          

 {

𝑁𝜃
𝑀𝜃

𝑃𝜃

} = ∫ 𝜎𝜃 {
1
𝑧
𝑓(𝑧)

}
ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧  

{

𝑁𝑧𝜃
𝑀𝑧𝜃

𝑃𝑧𝜃
𝑅𝑧𝜃

} = ∫ 𝜎𝑧𝜃

{
 
 

 
 
1
𝑧
𝑓(𝑧)
𝜕𝑓(𝑧)

𝜕𝑧 }
 
 

 
 

ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧

{

𝑁𝑥𝜃
𝑀𝑥𝜃

𝑃𝑥𝜃

} = ∫ 𝜎𝑥𝜃

ℎ/2

−ℎ/2

{
1
𝑧
𝑓(𝑧)

} 𝑑𝑧

{𝑄𝑧𝑥} = ∫ {𝜎𝑧𝑥}
ℎ/2

−ℎ/2

(1 +
𝜕𝑓(𝑧)

𝜕𝑧
)𝑑𝑧

 (22) 



  

 محمدعلی کاظمی و همکاران نامتقارن یتحت فشار داخل یکربن یها شده با نانو لوله یتتقو یا استوانه ی پوسته یلتحل

 

 49 12، شماره 11دوره  ،1403اسقند مهندسی ساخت و تولید ایران، 

 

Pi (iو  Ni ،Mi آنکه در  = θ, x) های خمشی،منتجه ممان Ni ،Mi ،Pi  وRi (i = zθ, xθ) های پیچشی ومنتجه ممان Qzx نیروی 

 برشی هستند.

 توان نوشت:های تنش در رابطه تغییرات انرژی پتانسیل میبا جایگذاری منتجه

∫  

𝐴

{
 
 

 
 

{𝑁𝑥
𝜕𝛿𝑢(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
− 𝑀𝑥   

𝜕2𝛿𝑤𝑏(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥2
+ 𝑃𝑥

𝜕2𝛿𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥2
} +

1

𝑟
{
 

 𝑁𝜃 {𝛿𝑤𝑏(𝑥, 𝜃) + 𝛿𝑤𝑠(𝑥, 𝜃) +
𝜕𝛿𝑣(𝑥, 𝜃)

𝜕𝜃
}

−𝑀𝜃(
𝜕2𝛿𝑤𝑏(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝜃2
) + 𝑃𝜃(

𝜕2𝛿𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝜃2
) }
 

 

+
1

𝑟
{𝑁𝑧𝜃 {

𝜕𝛿𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝜕𝜃
− 𝛿𝑣(𝑥, 𝜃)} + 𝑅𝑧𝜃(

𝜕𝛿𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝜕𝜃
)+𝑀𝑧𝜃(

𝜕𝛿𝑤𝑏(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝜃
) − 𝑃𝑧𝜃(

𝜕𝛿𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝜃
)} +

𝑄𝑧𝑥 {
𝜕𝛿𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
} + 𝑁𝑥𝜃 {

𝜕𝛿𝑣(𝑥, 𝜃)

𝜕𝑥
+
𝜕𝛿𝑢(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝜃
} + {−2𝑀𝑥𝜃

𝜕2𝛿𝑤𝑏(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝑥𝜕𝜃
+ 2𝑃𝑥𝜃

𝜕2𝛿𝑤𝑠(𝑥, 𝜃)

𝑟𝜕𝑥𝜕𝜃
}} 𝑟𝑑𝑥𝑑𝜃 = 0

 (23) 

 گردد:تعریف می 24صورت رابطه کار نیروی خارجی به

(24) 𝛺 = ∫𝑞𝑟(𝛿𝑤𝑠 +

𝐴

𝛿𝑤𝑏)𝑟𝑑𝑥𝑑𝜃 

 :[23] شودصورت زیر تعریف میبه qrرابطه بالا که در 

𝑞𝑟(𝜃) =∑𝑝𝑛 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃)

𝑛

 (25) 

و  cos(nθ)ضرایب فوریه هستند که به مشخصات سطح اعمال بار بستگی دارند. با ضرب طرفین رابطه فوق در   pnکه 

 داریم: گیری روی سطح انتگرال

𝑝𝑛 =

{
 
 

 
 1

𝐿𝜋
∫ ∫ 𝑞𝑟(𝜃)

2𝜋

0

𝑅𝑑𝑥𝑑𝜃
𝐿

0

               𝑛 = 0

1

𝐿𝜋
∫ ∫ 𝑞𝑟(𝜃)

2𝜋

0

𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃)𝑅𝑑𝑥𝑑𝜃
𝐿

0

𝑛 > 0

 (2۶) 

qr(θ) ینشود همچنصورت زیر تعریف میرابطه بالا به 2برای بارگذاری طبق شکل  = q0 شده است:فتهدر نظر گر 

𝑝𝑛 = {

𝑞

𝜋
(𝜓2 − 𝜓1)                         𝑛 = 0

𝑞

𝑛𝜋
{𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜓2) − 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜓1)} 𝑛 > 0

 (27) 

 

 
 ایی استوانهنمایی شماتیک از نحوه بارگذاری بر روی پوسته 2شکل 

 
 :گرددهای تنش استخراج میو تغییرات گیری، معادلات تعادل بر حسب منتجه 20در رابطه  24و  23با قرار دادن روابط 

−
𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

−
𝜕𝑁𝑥𝜃
𝑟𝜕𝜃

= 0

−
𝜕𝑁𝜃
𝑟𝜕𝜃

−
𝑁𝑧𝜃
𝑟
−
𝜕𝑁𝑥𝜃
𝜕𝑥

= 0

𝜕2𝑃𝑥
𝜕𝑥2

+
𝑁𝜃
𝑟
+
𝜕2𝑃𝜃
𝑟2𝜕𝜃2

−
𝜕𝑁𝑧𝜃
𝑟𝜕𝜃

−
𝜕𝑅𝑧𝜃
𝑟𝜕𝜃

+
𝜕𝑃𝑧𝜃
𝑟2𝜕𝜃

− 
𝜕𝑄𝑧𝑥
𝜕𝑥

+ 2
𝜕2𝑃𝑥𝜃
𝑟𝜕𝑥𝜕𝜃

= 𝑞𝑟

−
𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2
+
𝑁𝜃
𝑟
−
𝜕2𝑀𝜃

𝑟2𝜕𝜃2
−
𝜕𝑀𝑧𝜃

𝑟2𝜕𝜃
− 2

𝜕2𝑀𝑥𝜃

𝑟𝜕𝑥𝜕𝜃
= 𝑞𝑟

 (28)  
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(. با قرار 1-آید )پیوست الف رابطه الفمی های جابجایی به دستهای تنش و ممان بر حسب مؤلفهفوق منتجهبا حل معادلات 

های جابجایی استخراج ، معادلات تعادل بر حسب مؤلفه1-های جابجایی روابط الفهای تنش و ممان بر حسب مؤلفهدادن منتجه

 (.۶-و الف 5-، الف4-، الف3-های الفگردد )معادله می

 برای حل معادلات تابع موج زیر در نظر گرفته شده است:

(2۹) 

𝑢(𝑥, 𝜃) = ∑𝑢(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃)

𝑛

𝑣(𝑥, 𝜃) = ∑𝑣(𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃)

𝑛

𝑤𝑠(𝑥, 𝜃) =∑𝑤𝑠(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃)

𝑛

𝑤𝑏(𝑥, 𝜃) = ∑𝑤𝑏(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃)

𝑛

 

های جابجایی با استفاده از تئوری حرکت برحسب مؤلفه سازی، معادلاتو ساده ۶-الی الف 3-در روابط الف 2۹با قرار دادن روابط 

 آید:بهبودیافته به دست می

 

 روش تفاضل مربعات  -3
پس از آن توسط برت و مالیک جهت حل [ 24در پژوهشی ارائه گردید ] 1۹71ر سال روش تفاضل مربعات توسط بلمن و کاستی د

 [.25قرار گرفت ] ات مورد استفادهیک جامدمعادلات در حوزه مکان

برای مطالعه جزئیات بیشتر به مرجع ) این روش در حل معادلات مقدار مرزی و مقدار اولیه خطی و غیرخطی قابل استفاده است

 مراجعه شود(.[ 2۶]

ن دشوند )با توجه به طولانی بوبا استفاده از این روش در معادلات حرکت، معادلات به فرم روش تفاضل مربعات بازنویسی می

 آورده شده است(. روابط، این روابط در پیوست ب

 

−𝐴11
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝐴22

𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑥3

− 𝐴33
𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑥3

−
𝐵11
𝑟

𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

−
𝐵11
𝑟

𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

−
𝑛𝐵11
𝑟

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝑛2𝐵22
𝑟2

𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

+
𝑛2𝐵33
𝑟2

𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

−
𝑛𝐻11
𝑟2

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

2𝑛2𝐻33
𝑟2

𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

+
2𝑛2𝐻44
𝑟2

𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

+
𝑛2𝐻11
𝑟2

𝑢 = 0

 (30) 

𝑛𝐵11
𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−
𝑛𝐵22
𝑟

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+
𝑛𝐵33
𝑟

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+
𝑛𝐷11
𝑟2

𝑤𝑏 +
𝑛𝐷11
𝑟2

𝑤𝑠 +
𝑛2𝐷11
𝑟2

𝑣 +
𝑛3𝐷22
𝑟3

𝑤𝑏 −
𝑛3𝐷33
𝑟3

𝑤𝑠 +
𝑛𝐻11
𝑟2

𝑤𝑠 +

𝑛𝐻22
𝑟2

𝑤𝑠 +
𝐻11
𝑟2

𝑣 +
𝑛𝐻33
𝑟3

𝑤𝑏 −
𝑛𝐻44
𝑟3

𝑤𝑠 −
𝐻11
𝑟

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
−
2𝑛𝐻33
𝑟

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+
2𝑛𝐻44
𝑟

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+
𝑛𝐻11
𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0

 (31) 

𝐵11
𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝑛𝐵33
𝑟

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝐷11
𝑟2

𝑤𝑏 +
𝐷11
𝑟2

𝑤𝑏 −
2𝑛2𝐻44
𝑟2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝑛2𝐷33
𝑟3

𝑤𝑏 +
𝑛2𝐵33
𝑟2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝑛4𝐷55
𝑟4

𝑤𝑏 +
𝑛3𝐷33
𝑟3

𝑣 −

𝑛4𝐷66
𝑟4

𝑤𝑠 +
𝑛2𝐷22
𝑟3

𝑤𝑏 +
2𝑛2𝐻22
𝑟2

𝑤𝑠 +
𝑛𝐷11
𝑟2

𝑣 −
4𝑛2𝐻88
𝑟2

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+
4𝑛2𝐻77
𝑟2

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+
2𝑛𝐻44
𝑟2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
−𝐻110

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

−

2𝐵22
𝑟

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+ 𝐴33
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+
2𝐵33
𝑟

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+
𝑛2𝐻55
𝑟3

𝑤𝑏 +
𝑛𝐻11
𝑟2

𝑣 +
𝑛2𝐻33
𝑟3

𝑤𝑏 +
𝑛𝐻22
𝑟2

𝑣 +
𝑛2𝐻10
𝑟2

𝑤𝑠 +
𝑛2𝐻77
𝑟4

𝑤𝑏 +

𝐴66
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+
𝑛𝐻44
𝑟3

𝑣 +
𝑛2𝐻11
𝑟2

𝑤𝑠 −
𝑛2𝐻88
𝑟4

𝑤𝑠 +
𝐵33
𝑟

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

− 𝐴55
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

= 𝑃𝑛

 (32) 

𝑛2𝐷22
𝑟3

𝑤𝑠 +
𝑛3𝐷22
𝑟3

𝑣 +
𝑛4𝐷44
𝑟4

𝑤𝑏 −
𝑛4𝐷55
𝑟4

𝑤𝑠 +
𝑛2𝐻33
𝑟3

𝑤𝑠 +
𝑛2𝐻55
𝑟3

𝑤𝑠 +
𝑛𝐻33
𝑟3

𝑣 +
2𝑛2𝐻33
𝑟2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝐵11
𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝐷11
𝑟2

𝑤𝑠 +
𝐷11
𝑟2

𝑤𝑏 +
2𝑛2𝐷22
𝑟3

𝑤𝑏 +
𝑛𝐷11
𝑟2

𝑣 −
𝐵22
𝑟

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

4𝑛2𝐻77
𝑟2

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

−
𝑛𝐵22
𝑟

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
2𝑛2𝐵55
𝑟2

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

−

2𝑛2𝐵44
𝑟2

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

−
4𝑛2𝐻66
𝑟2

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

− 𝐴22
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
− 𝐴55

𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+ 𝐴44
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

−
2𝐵22
𝑟

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+
𝐵33
𝑟

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

−
2𝑛𝐻33
𝑟2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝑛2𝐻66
𝑟4

𝑤𝑏 −
𝑛2𝐻77
𝑟4

𝑤𝑠 −
𝑛2𝐷33
𝑟3

𝑤𝑠 +
𝑛2𝐵22
𝑟2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑃𝑛

 (33) 
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 و بحث نتایج -4
های کربنی تحت فشار داخلی نامتقارن به کمک شده با نانولولهای تقویتدر این مقاله، ابتدا معادلات حاکم بر رفتار پوسته استوانه

سنجی و تائید نتایج بهمنظور صحتاند. بهحل شدهتئوری بهبودیافته حاصل شده است و پس از آن با استفاده از روش تفاضل مربعات 

سازی  بر روی پوسته شوند. انجام شبیهافزار اجزا محدود مقایسه میسازی در نرمآمده، ابتدا این نتایج با نتایج حاصل از شبیهدست

روند تغییرات جابجایی  4در شکل شده است. نشان داده 3ار و بارگذاری سرتاسری در شکل ای با شرایط مرزی دو سر پیر داستوانه

سازی آورده شده است. در این جدول های مختلف با استفاده از کار حاضر و شبیه h/Rبه ازای )عمودی( بر حسب طول پوسته 

GPa70E =،KPa 80qr = ،3۶0ϕ 1L/Rو  = مقایسه نتایج حاکی از آن است که مطابقت مناسبی بین  گرفته شده است. در نظر =

 رد.نتایج وجود دا

 

 
 گیردار تحت فشار داخلی-ای گیردارسازی پوسته استوانهشبیه 3شکل

 

 
 های مختلف و مقایسه با نتایج آباکوس h/Rتغییرات جابجایی )عمودی( بر حسب طول پوسته برای  4شکل 

 

 نشان داده شده است. 5عی برای شرایط ذکرشده، در شکل کانتورهای جابجایی محوری و شعا
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 (الف)

 
 (ب)

 گیردار تحت فشار داخلی سرتاسری-ای گیردارپوسته استوانه محوری، ، ب(شعاعیالف( کانتور جابجایی  5شکل 

 

به ازای زوایای مختلف از محل اعمال فشاری تغییرات جابجایی محوری و جابجایی شعاعی استوانه برحسب طول استوانه 

φداخلی = ψ2 −ψ1 گاهی گیردار، برای شرایط تکیهب-۶و  الف-۶های به ترتیب در شکل ردارگی-گاهی گیردارو برای شرایط تکیه-

گاهی و برای شرایط تکیه و-۶و  ه-۶های ساده به ترتیب در شکل-هگاهی ساد، برای شرایط تکیهد-۶و  ج-۶های ه ترتیب در شکلآزاد ب

KPa۶0qrها، قابل مشاهده است. در این شکل ح-۶و  ز-۶های ساده به ترتیب در شکل-رگیردا = ،1L/R 0.01h/Rو  = در نظر  =

 د.انگرفته شده

 

 
 گیردار-ف و برای شرایط مرزی گیردارمختل هایϕ نه به ازایتغییرات جابجایی طولی بر حسب طول استوا الف(
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 گیردار-و برای شرایط مرزی گیردار های مختلفϕاستوانه به ازای اعی( بر حسب طول تغییرات جابجایی )شعب( 

 

 
 آزاد-و برای شرایط مرزی گیردار های مختلفϕاستوانه به ازای تغییرات جابجایی محوری بر حسب طول  ج(

 

 
 آزاد-های مختلف و برای شرایط مرزی گیردارϕتغییرات جابجایی )شعاعی( بر حسب طول استوانه به ازای  د(
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 ساده-و برای شرایط مرزی ساده مختلفهای ϕبه ازای تغییرات جابجایی محوری بر حسب طول استوانه  ه(

 

 
 ساده-مختلف و برای شرایط مرزی ساده هایϕازای تغییرات جابجایی )شعاعی( بر حسب طول استوانه به  و(

 

 
 ساده-و برای شرایط مرزی گیردار های مختلفϕازای تغییرات جابجایی محوری بر حسب طول استوانه به  ز(
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 ساده-مختلف و برای شرایط مرزی گیردار هایϕبه ازای تغییرات جابجایی شعاعی بر حسب طول استوانه  ح(

 

 
 گیردار-و برای شرایط مرزی گیردار های مختلفL/Rاستوانه به ازای تغییرات جابجایی )شعاعی( بر حسب طول  ط(

 

 
 گیردار-و برای شرایط مرزی گیردار های مختلفL/Rبه ازای تغییرات جابجایی )شعاعی( بر حسب طول استوانه  ی(
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 ساده-مختلف و برای شرایط مرزی ساده هایL/Rزای تغییرات جابجایی )شعاعی( بر حسب طول استوانه به ا (ک

 

 
 ساده-و برای شرایط مرزی گیردار های مختلفL/Rازای تغییرات جابجایی )شعاعی( بر حسب طول استوانه به  (ل

 

 
 گیردار-شرایط مرزی گیردار های مختلف و برایϕبر حسب طول استوانه به ازای  σxولی تغییرات تنش ط (م



  

 محمدعلی کاظمی و همکاران نامتقارن یتحت فشار داخل یکربن یها شده با نانو لوله یتتقو یا استوانه ی پوسته یلتحل

 

 57 12، شماره 11دوره  ،1403اسقند مهندسی ساخت و تولید ایران، 

 

 
 گیردار-و برای شرایط مرزی گیردار های مختلفϕبر حسب طول استوانه به ازای  σθمحیطیمقادیر تغییرات تنش  (ن

 

 
 گیردار-مختلف و برای شرایط مرزی گیردارهای ϕطول استوانه به ازای  بر حسب σzθبرشیتغییرات تنش  (س

 

 
 گیردار-و برای شرایط مرزی گیردار های مختلفϕبر حسب طول استوانه به ازای  σxθبرشیتغییرات تنش  (ع
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 گیردار-های مختلف و برای شرایط مرزی گیردارϕبر حسب طول استوانه به ازای  σxz تغییرات تنش برشیف( 

 های مختلف برای شرایط مرزی متفاوت و تنش در حالت تغییرات جابجائی 6شکل 
 

یابد. همچنین، جابجایی شعاعی در ها، با افزایش زاویه قرارگیری بار فشاری، جابجایی طولی و شعاعی افزایش میمطابق این شکل

آزاد از دو مورد دیگر -گیردار آزاد بیشتر از دو مورد دیگر است. لازم به ذکر است که جابجایی محوری بیشینه در حالت-حالت گیردار

گاهی مختلف بررسی در ادامه تأثیر نسبت طول به شعاع بر روی جابجایی شعاعی و برای شرایط تکیه گاهی بیشتر است.شرایط تکیه

KPa۶0qrها، در این شکلل(. -ط-۶هایشود )شکلمی = ،۶0ϕ 1/0h/Rو  =  ل-ط-۶های با توجه به شکل اند.شده در نظر گرفته =

یابد. ای در شرایط مرزی مختلف، افزایش میتوان نتیجه گرفت که با افزایش نسبت طول به شعاع، جابجایی عرضی پوسته استوانهمی

و  σθ، محیطیσxتنش طولیهای برای در ادامه، تغییرات تنش آزاد از موارد دیگر بیشتر است.-مقادیر جابجایی شعاعی در حالت گیردار

گاهی بر حسب طول استوانه و به ازای زوایای مختلف محل اعمال فشاری داخلی، برای شرایط تکیه σxz و σzθ ،σxθهای برشیتنش

KPa۶0qrها، شکلن(. در این -ط-۶هایشود )شکلگیردار بررسی می-گیردار = ،1L/R 1/0h/Rو  =  اند.گرفته شده ظردر ن =

 یابد. همچنین روند تغییرات تنشها )نرمال و برشی( افزایش میتنش، با افزایش زاویه بارگذاری، اندازه تمامی ف-م-۶هایمطابق شکل

دیگر، افزایش زاویه بارگذاری باعث توزیع عبارتشود؛ بهطولی بر حسب طول استوانه، با افزایش زاویه بارگذاری تقریباً یکنواخت می

ای در تغییرات تنش محیطی باعث تغییرات گسترده( اما این افزایش م-۶شود )شکل ای طول استوانه مییکنواخت تنش طولی در راست

 (.ن-۶شود )شکل سب طول استوانه میبر ح
 

 نتیجه گیری -5

های کربنی( که تحت فشار داخلی نامتقارن با استفاده از تئوری ای تقویت شده )بوسیله نانولولهی استوانهدر این مقاله رفتار پوسته

از دقت بیشتری برخوردار است( بررسی شده است. با توجه به پیچیدگی معادلات مستخرج از ها بهبودیافته )که نسبت به سایر تئوری

دستسنجی روابط و روش استفاده شده، نتایج به روش تفاضل مربعات برای حل معادلات مورد استفاده قرار گرفته است. برای صحت

 شود.ا مشاهده میهافزار آباکوس مقایسه و مطابقت مطلوبی بین آنآمده با نتایج نرم

 دهد که:در ادامه اثرات سایر پارامترها مورد بررسی قرارگرفته است. نتایج نشان می

 یابد.با افزایش زاویه قرارگیری بار فشاری، جابجایی طولی و شعاعی افزایش می 

 های دیگر است.آزاد بیشتر از حالت-جابجایی شعاعی در حالت گیردار 

 یابد.ای در تمامی شرایط مرزی، افزایش می، جابجایی عرضی پوسته استوانهبا افزایش نسبت طول به شعاع 

 طولی بر حسب طول  یابد. روند تغییرات تنشها )نرمال و برشی( افزایش میبا افزایش زاویه بارگذاری، اندازه تمامی تنش

ایش زاویه بارگذاری باعث توزیع یکنواخت دیگر، افزعبارتشود؛ بهاستوانه، با افزایش زاویه بارگذاری تقریباً یکنواخت می

ای در تغییرات تنش محیطی بر شود اما این افزایش باعث تغییرات گستردهتنش طولی در راستای طول استوانه می

 شود.حسب طول استوانه می
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 فهرست علائم

(۶,…,1𝑖 =)𝐴𝑖𝑖 ،𝐵𝑖𝑖 ،𝐷𝑖𝑖  1-الفثوابت تعریف شده در رابطه 

(۶,…,1𝑖, 𝑗 =)𝐶𝑖𝑗 ( ماتریس سختی الاستیکGPa) 

𝐸  ( مدول یانگGPa) 

𝑓𝑟  کنندهکسر حجمی تقویت 

𝑓𝑚  کسر حجمی ماتریس 

𝐺  مدول برشی مؤثر 

𝐺𝑚  (GPaمدول برشی ماتریس ) 

(۹,…,1𝑖 =)𝐻𝑖𝑖 ،𝐻10 ،𝐻110  1-الفشده در رابطه ثوابت تعریف 

ℎ  ( ضخامت ورقm) 

𝐾  مدول بالک مؤثر 

𝑘𝑟 ثابت مدول الاستیک هیل برای نانولوله( های کربنیGPa) 

𝐾𝑚  (GPaمدول بالک ماتریس ) 

(𝑖 = 𝜃, 𝑥)𝑀𝑖 (22شده در رابطه )تعریف های ممان خمشیمنتجه 

(𝑖 = 𝑧𝜃, 𝑥𝜃)𝑀𝑖 (22شده در رابطه )تعریف پیچشی های ممانمنتجه 

(𝑖 = 𝜃, 𝑥)𝑁𝑖 (22در رابطه  شده)تعریف های ممان خمشیمنتجه 

(𝑖 = 𝑧𝜃, 𝑥𝜃)𝑁𝑖 (22شده در رابطه )تعریف پیچشی های ممانمنتجه 

𝑛  عدد موج محیطی 

(𝑖 = 𝜃, 𝑥)𝑃𝑖 (22شده در رابطه )تعریف های ممان خمشیمنتجه 

(𝑖 = 𝑧𝜃, 𝑥𝜃)𝑃𝑖 (22)تعریف شده در رابطه  پیچشی های ممانمنتجه 

𝑝𝑛  ضرایب فوریه 

𝑄𝑧𝑥 (22شده در رابطه )تعریف نیروی برشی 

𝑞𝑟(𝜃)  (25فشار داخلی نامتقارن )رابطه 

(𝑖 = 𝑧𝜃)𝑅𝑖 (22)تعریف شده در رابطه  پیچشی های ممانمنتجه 

𝑈(𝑥, 𝜃, 𝑧) میدان جابجایی در راستای محوری 

𝑈1 انرژی پتانسیل کرنشی 

𝑉𝑟  (m3های کربنی )کل حجم نانولوله 

𝑉𝑟
𝑐𝑜𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑡𝑒𝑑  (m3حجم نواحی متمرکزشده ) 

𝑉𝑟
𝑚 ( حجم ماتریسm3) 

𝑉(𝑥, 𝜃, 𝑧)  میدان جابجایی در راستای شعاعی 

𝑊(𝑥, 𝜃, 𝑧)  میدان جابجایی عرضی 

𝑤𝑏  مؤلفه خمشی جابجایی عرضی 

𝑤𝑠 مؤلفه برشی جابجایی عرضی 

𝑧  ( فاصله تا صفحه میانیm) 

𝛼   5شده در رابطه تعریفپارامتر 

𝛼𝑟  ۶شده در رابطه پارامتر تعریف 

𝛽  5شده در رابطه پارامتر تعریف 

𝛽𝑟  ۶شده در رابطه پارامتر تعریف 
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𝛿𝑟  ۶شده در رابطه پارامتر تعریف 

𝜀  کرنش 

𝜁  2شده در رابطه نسبت حجمی تعریف 

𝜂𝑟  ۶شده در رابطه پارامتر تعریف 

(𝑖 = 𝜃, 𝑥)𝜂𝑖 مرتبه بالاتر جابجایی صفحه میانی پارامتر 

𝜇  2شده در رابطه نسبت حجمی تعریف 

𝜈  ضریب پواسون 

𝜈𝑜𝑢𝑡  5شده در رابطه پارامتر تعریف  

𝜌  ( چگالی جرمیkg

m3 ) 

𝜌𝑟 کننده)چگالی جرمی  تقویتkg

m3 ) 

𝜌𝑚 ( چگالی جرمی ماتریسkg

m3 ) 

𝜎  ( تنشGPa) 

(𝑖 = 𝜃, 𝑥)𝜍𝑖 مرتبه بالاتر جابجایی صفحه میانی پارامتر 

(2,1𝑖 =)𝜓𝑖 های ابتدایی و انتهایی اعمال بارگذاریزاویه 

𝜓𝑥(𝑥, 𝜃) بر صفحه میانی در صفحات  چرخش حول محور عمودθ − z 

𝜓𝜃(𝑥, 𝜃) بر صفحه میانی در صفحات  چرخش حول محور عمودx − z 

𝛺  کار نیروی خارجی 

 

 الف پیوست

𝑁𝑥 = 𝐴11
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐴22

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+ 𝐴33
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ 𝐵11
𝑤𝑏
𝑟
+ 𝐵11

𝑤𝑠
𝑟
+ 𝐵11

𝜕𝑣

𝑟𝜕𝜃
− 𝐵22

𝜕2𝑤𝑏
𝑟2𝜕𝜃2

+ 𝐵33
𝜕2𝑤𝑠
𝑟2𝜕𝜃2

 

𝑀𝑥 = 𝐴22
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐴44

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+ 𝐴55
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ 𝐵22
𝑤𝑏
𝑟
+ 𝐵22

𝑤𝑠
𝑟
+ 𝐵22

𝜕𝑣

𝑟𝜕𝜃
− 𝐵44

𝜕2𝑤𝑏
𝑟2𝜕𝜃2

+ 𝐵55
𝜕2𝑤𝑠
𝑟2𝜕𝜃2

 

𝑃𝑥 = 𝐴33
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐴55

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+ 𝐴66
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ 𝐵33
𝑤𝑏
𝑟
+ 𝐵33

𝑤𝑠
𝑟
+ 𝐵33

𝜕𝑣

𝑟𝜕𝜃
− 𝐵55

𝜕2𝑤𝑏
𝑟2𝜕𝜃2

+ 𝐵66
𝜕2𝑤𝑠
𝑟2𝜕𝜃2

 

𝑁𝜃 = 𝐵11
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐵22

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+ 𝐵33
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ 𝐷11
𝑤𝑏
𝑟
+ 𝐷11

𝑤𝑠
𝑟
+ 𝐷11

𝜕𝑣

𝑟𝜕𝜃
− 𝐷22

𝜕2𝑤𝑏
𝑟2𝜕𝜃2

+ 𝐷33
𝜕2𝑤𝑠
𝑟2𝜕𝜃2

 

𝑀𝜃 = 𝐵22
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐵44

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+ 𝐵55
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ 𝐷22
𝑤𝑏
𝑟
+ 𝐷22

𝑤𝑠
𝑟
+ 𝐷22

𝜕𝑣

𝑟𝜕𝜃
− 𝐷44

𝜕2𝑤𝑏
𝑟2𝜕𝜃2

+ 𝐷55
𝜕2𝑤𝑠
𝑟2𝜕𝜃2

 

𝑃𝜃 = 𝐵33
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝐵55

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+ 𝐵66
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ 𝐷33
𝑤𝑏
𝑟
+ 𝐷33

𝑤𝑠
𝑟
+ 𝐷33

𝜕𝑣

𝑟𝜕𝜃
− 𝐷55

𝜕2𝑤𝑏
𝑟2𝜕𝜃2

+ 𝐷66
𝜕2𝑤𝑠
𝑟2𝜕𝜃2

 

𝑁𝑧𝜃 = 𝐻11
𝜕𝑤𝑠
𝑟𝜕𝜃

+ 𝐻22
𝜕𝑤𝑠
𝑟𝜕𝜃

− 𝐻11
𝑣

𝑟
+ 𝐻33

𝜕𝑤𝑏
𝑟2𝜕𝜃

− 𝐻44
𝜕𝑤𝑠
𝑟2𝜕𝜃

 

𝑃𝑧𝜃 = −𝐻44
𝜕𝑤𝑠
𝑟𝜕𝜃

− 𝐻99
𝜕𝑤𝑠
𝑟𝜕𝜃

+ 𝐻44
𝑣

𝑟
− 𝐻77

𝜕𝑤𝑏
𝑟2𝜕𝜃

+ 𝐻88
𝜕𝑤𝑠
𝑟2𝜕𝜃

𝑀𝑧𝜃

= 𝐻33
𝜕𝑤𝑠
𝑟𝜕𝜃

+ 𝐻55
𝜕𝑤𝑠
𝑟𝜕𝜃

− 𝐻33
𝑣

𝑟
+ 𝐻66

𝜕𝑤𝑏
𝑟2𝜕𝜃

− 𝐻77
𝜕𝑤𝑠
𝑟2𝜕𝜃

 

𝑅𝑧𝜃 = 𝐻22
𝜕𝑤𝑠
𝑟𝜕𝜃

+ 𝐻10
𝜕𝑤𝑠
𝑟𝜕𝜃

− 𝐻22
𝑣

𝑟
+ 𝐻55

𝜕𝑤𝑏
𝑟2𝜕𝜃

− 𝐻99
𝜕𝑤𝑠
𝑟2𝜕𝜃

𝑄𝑧𝑥 = 𝐻110
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

 

𝑀𝑥𝜃 = 𝐻33
𝜕𝑣

𝑟𝜕𝑥
− 2𝐻66

𝜕2𝑤𝑏
𝑟𝜕𝑥𝜕𝜃

+ 2𝐻77
𝜕2𝑤𝑠
𝑟𝜕𝑥𝜕𝜃

+ 𝐻33
𝜕𝑢

𝑟𝜕𝜃
 

𝑃𝑥𝜃 = 𝐻44
𝜕𝑣

𝑟𝜕𝑥
− 2𝐻77

𝜕2𝑤𝑏
𝑟𝜕𝑥𝜕𝜃

+ 2𝐻88
𝜕2𝑤𝑠
𝑟𝜕𝑥𝜕𝜃

+ 𝐻44
𝜕𝑢

𝑟𝜕𝜃
 

(1-)الف  

 شوند:که در رابطه فوق ثوابت به صورت زیر تعریف می
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(𝐴11, 𝐴22, 𝐴33, 𝐴44, 𝐴55, 𝐴66) = ∫ 𝐶11{1, 𝑍, 𝑓(𝑧), 𝑍
2, 𝑍𝑓(𝑧), 𝑓(𝑧)2}𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

(𝐵11, 𝐵22, 𝐵33, 𝐵44, 𝐵55, 𝐵66) = ∫ 𝐶12{1, 𝑍, 𝑓(𝑧), 𝑍
2, 𝑍𝑓(𝑧), 𝑓(𝑧)2}𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

(𝐷11, 𝐷22, 𝐷33, 𝐷44, 𝐷55, 𝐷66) = ∫ 𝐶22{1, 𝑍, 𝑓(𝑧), 𝑍
2, 𝑍𝑓(𝑧), 𝑓(𝑧)2}𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

(𝐻11, 𝐻22, 𝐻33, 𝐻44, 𝐻55, 𝐻66, ) = ∫ 𝐶44{1, 𝑓′(𝑧), 𝑍, 𝑓(𝑧), 𝑍𝑓′(𝑧), 𝑍
2}𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

(𝐻77, 𝐻88, 𝐻99, 𝐻10) = ∫ 𝐶44{𝑍𝑓(𝑧), 𝑓(𝑧)
2, 𝑓(𝑧)𝑓′(𝑧), 𝑓′(𝑧)2}𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

(𝐻110) = ∫ 𝐶55{1 + 2𝑓′(𝑧) + 𝑓′(𝑧)
2}𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

 (2-)الف 

 استخراج معادلات تعادل بر حسب مولفه های جابجایی:

−𝐴11
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝐴22

𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑥3

− 𝐴33
𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑥3

−
𝐵11
𝑟

𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

−
𝐵11
𝑟

𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

−
𝐵11
𝑟

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
𝐵22
𝑟2

𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑥𝜕𝜃2

−
𝐵33
𝑟2

𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑥𝜕𝜃2

−
𝐻11
𝑟2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
2𝐻33
𝑟2

𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑥𝜕𝜃2

−
2𝐻44
𝑟2

𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑥𝜕𝜃2

−
𝐻11
𝑟2

𝜕2𝑢

𝜕𝜃2
= 0

(3-)الف   

𝐵11
𝑟

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝜃
+
𝐵22
𝑟

𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝜃

−
𝐵33
𝑟

𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝜃

−
𝐷11
𝑟2

𝜕𝑤𝑏
𝜕𝜃

−
𝐷11
𝑟2

𝜕𝑤𝑠
𝜕𝜃

−
𝐷11
𝑟2

𝜕2𝑣

𝜕𝜃2
+
𝐷22
𝑟3

𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝜃3

−
𝐷33
𝑟3

𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝜃3

−
𝐻11
𝑟2

𝜕𝑤𝑠
𝜕𝜃

−
𝐻22
𝑟2

𝜕𝑤𝑠
𝜕𝜃

+
𝐻11
𝑟2

𝑣 −
𝐻33
𝑟3

𝜕𝑤𝑏
𝜕𝜃

+
𝐻44
𝑟3

𝜕𝑤𝑠
𝜕𝜃

−
𝐻11
𝑟

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
2𝐻33
𝑟

𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝜃

−
2𝐻44
𝑟

𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝜃

−
𝐻11
𝑟

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝜃
= 0

(4-)الف   

𝐵11
𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝐻11
𝑟2

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝐻22
𝑟2

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝐻44
𝑟3

𝜕𝑣

𝜕𝜃
−
𝐻55
𝑟3

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝜃2

−
𝐻33
𝑟3

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝜃2

−
𝐻10
𝑟2

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝜃2

−
𝐻77
𝑟4

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝜃2

−
𝐻11
𝑟2

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝜃2

+
𝐻88
𝑟4

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝜃2

+
2𝐻44
𝑟2

𝜕3𝑣

𝜕𝑥2𝜕𝜃
−
4𝐻77
𝑟2

𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝜃2

+
4𝐻88
𝑟2

𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝜃2

+
2𝐻44
𝑟2

𝜕3𝑢

𝜕𝑥𝜕𝜃2
−
𝐷33
𝑟3

𝜕3𝑣

𝜕𝜃3
−
𝐷66
𝑟4

𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝜃4

−
𝐷22
𝑟3

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝜃2

−
2𝐻22
𝑟2

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝜃2

−
𝐵22
𝑟

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+
𝐵33
𝑟

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+
2𝐵33
𝑟

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+
𝐵33
𝑟

𝜕3𝑣

𝜕𝑥2𝜕𝜃
+
𝐷11
𝑟2

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝐴33

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3

−𝐴55
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

− 𝐻110
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ 𝐴66
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+
𝐷11
𝑟2

𝑤𝑏 +
𝐷11
𝑟2

𝑤𝑠 = 𝑞𝑟

(5-)الف   

𝐴44
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

− 𝐴22
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+
𝐵11
𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝐻33
𝑟3

𝜕𝑣

𝜕𝜃
−
𝐻66
𝑟4

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝜃2

+
𝐻77
𝑟4

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝜃2

−
2𝐻33
𝑟2

𝜕3𝑣

𝜕𝑥2𝜕𝜃
+
𝐷33
𝑟3

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝜃2

−
𝐵22
𝑟2

𝜕3𝑢

𝜕𝑥𝜕𝜃2

−
𝐷22
𝑟3

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝜃2

−
𝐷22
𝑟3

𝜕3𝑣

𝜕𝜃3
+
𝐷44
𝑟4

𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝜃4

−
𝐷55
𝑟4

𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝜃4

−
𝐻33
𝑟3

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝜃2

−
𝐻55
𝑟3

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝜃2

+
4𝐻66
𝑟2

𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝜃2

+
2𝐵44
𝑟2

𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥2𝜕𝜃2

−
2𝐵55
𝑟2

𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝜃2

−
4𝐻77
𝑟2

𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥2𝜕𝜃2

−
2𝐻33
𝑟2

𝜕3𝑢

𝜕𝑥𝜕𝜃2
−
𝐵22
𝑟

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

−
𝐵22
𝑟

𝜕3𝑣

𝜕𝑥2𝜕𝜃
− 𝐴55

𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

−
2𝐷22
𝑟3

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝜃2

−
2𝐵22
𝑟

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+
𝐵33
𝑟

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+
𝐷11
𝑟2

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝐷11
𝑟2

𝑤𝑏 +
𝐷11
𝑟2

𝑤𝑠 = 𝑞𝑟

(۶-)الف   

 
 پیوست ب

 آید:با اعمال روش مربعات تفاضلی، معادلات زیر بدست می

 معادله اول تعادل:

 (1-)ب
−𝐴11∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑢𝑗

𝑁
𝑗=1 + 𝐴22∑ 𝑐𝑖𝑗

(3)
𝑤𝑏𝑗

𝑁
𝑗=1 − 𝐴33∑ 𝑐𝑖𝑗

(3)
𝑤𝑠𝑗

𝑁
𝑗=1 −

𝐵11

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑤𝑏𝑗

𝑁
𝑗=1 −

𝐵11

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑤𝑠𝑗

𝑁
𝑗=1

−
𝑛𝐵11

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑣𝑗

𝑁
𝑗=1 −

𝑛2𝐵22

𝑟2
∑ 𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑤𝑏𝑗

𝑁
𝑗=1 +

𝑛2𝐵33

𝑟2
∑ 𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑤𝑠𝑗

𝑁
𝑗=1 −

𝑛𝐻11

𝑟2
∑ 𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑣𝑗

𝑁
𝑗=1 −

2𝑛2𝐻33

𝑟2
∑ 𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑤𝑏𝑗

𝑁
𝑗=1

+
2𝑛2𝐻44

𝑟2
∑ 𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑤𝑠𝑗

𝑁
𝑗=1 +

𝑛2𝐻11

𝑟2
𝑢𝑖 = 0
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 معادله دوم تعادل:

 (2-)ب

𝑛𝐵11

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑢𝑗

𝑁
𝑗=1 −

𝑛𝐵22

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑤𝑏𝑗

𝑁
𝑗=1 +

𝑛𝐵33

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑤𝑠𝑗

𝑁
𝑗=1 +

𝑛𝐷11

𝑟2
𝑤𝑏𝑖 +

𝑛𝐷11

𝑟2
𝑤𝑠𝑖 +

𝑛2𝐷11

𝑟2
𝑣𝑖 +

𝑛3𝐷22

𝑟3
𝑤𝑏𝑖

−
𝑛3𝐷33

𝑟3
𝑤𝑠𝑖 +

𝑛𝐻11

𝑟2
𝑤𝑠𝑖 +

𝑛𝐻22

𝑟2
𝑤𝑠𝑖 +

𝐻11

𝑟2
𝑣𝑖 +

𝑛𝐻33

𝑟3
𝑤𝑏𝑖 −

𝑛𝐻44

𝑟3
𝑤𝑠𝑖 −

𝐻11

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑣𝑗

𝑁
𝑗=1 −

2𝑛𝐻33

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑤𝑏𝑗

𝑁
𝑗=1

+
2𝑛𝐻44

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑤𝑠𝑗

𝑁
𝑗=1 +

𝑛𝐻11

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑢𝑗

𝑁
𝑗=1 = 0

  

 معادله سوم تعادل:

 (3-)ب

𝐵11

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑢𝑗

𝑁
𝑗=1 +

𝑛𝐵33

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑣𝑗

𝑁
𝑗=1 +

𝐷11

𝑟2
𝑤𝑏𝑖 +

𝐷11

𝑟2
𝑤𝑏𝑖 −

2𝑛2𝐻44

𝑟2
∑ 𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑢𝑗

𝑁
𝑗=1 +

𝑛2𝐷33

𝑟3
𝑤𝑏𝑖 +

𝑛2𝐵33

𝑟2
∑ 𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑢𝑗

𝑁
𝑗=1

+
𝑛4𝐷55

𝑟4
𝑤𝑏𝑖 +

𝑛3𝐷33

𝑟3
𝑣𝑖 −

𝑛4𝐷66

𝑟4
𝑤𝑠𝑖 +

𝑛2𝐷22

𝑟3
𝑤𝑏𝑖 +

2𝑛2𝐻22

𝑟2
𝑤𝑠𝑖 +

𝑛𝐷11

𝑟2
𝑣𝑖 −

4𝑛2𝐻88

𝑟2
∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑤𝑠𝑗

𝑁
𝑗=1

+
4𝑛2𝐻77

𝑟2
∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑤𝑏𝑗

𝑁
𝑗=1 +

2𝑛𝐻44

𝑟2
∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑣𝑗

𝑁
𝑗=1 − 𝐻110∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑤𝑠𝑗

𝑁
𝑗=1 −

2𝐵22

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑤𝑏𝑗

𝑁
𝑗=1 + 𝐴33∑ 𝑐𝑖𝑗

(3)
𝑢𝑗

𝑁
𝑗=1

+
2𝐵33

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑤𝑠𝑗

𝑁
𝑗=1 +

𝑛2𝐻55

𝑟3
𝑤𝑏𝑖 +

𝑛𝐻11

𝑟2
𝑣𝑖 +

𝑛2𝐻33

𝑟3
𝑤𝑏𝑖 +

𝑛𝐻22

𝑟2
𝑣𝑖 +

𝑛2𝐻10

𝑟2
𝑤𝑠𝑖

𝑛2𝐻77

𝑟4
𝑤𝑏𝑖 + 𝐴66∑ 𝑐𝑖𝑗

(4)
𝑤𝑠𝑗

𝑁
𝑗=1

+
𝑛𝐻44

𝑟3
𝑣𝑖 +

𝑛2𝐻11

𝑟2
𝑤𝑠𝑖 −

𝑛2𝐻88

𝑟4
𝑤𝑠𝑖 +

𝐵33

𝑟
∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑤𝑏𝑗

𝑁
𝑗=1 − 𝐴55∑ 𝑐𝑖𝑗

(4)
𝑤𝑏𝑗

𝑁
𝑗=1 = 𝑃𝑛
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