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به  یبو آس یستمو شکستن پره منجر به عملکرد نامناسب س یدار، خراب پره یسکشفت د های یستمس یصنعت یها در کاربرد 

 ییبالا یتاز اهم یاز خراب یناش های یباز آس یریسلامت سازه و جلوگ یشپا یلدل ین. به همشود یم یگرد یها بخش

پره شکسته دار با  روتور پره های یستمو شکل مود در س ها یاتاقان ییجا جابه یسک،مرکز د ییجا جابه یبرخوردار است. بررس

 یپره، شکل مودها یدارد. شکستگ یتاهم یدعمر مف بینی یشو پ ی،خراب یصتشخ ینامیکی،د ییراتتغ ییشناسا یبرا

کرد.  یریجلوگ یبکرده و از گسترش آس ییرا زودهنگام شناسا یها خراب آن یلبا تحل توان یکه م دهد یم ییررا تغ یستمس

مقاله، دو  ین. در اکند یکمک م یمنیا یشارتعاشات و افزا یداز تشد یریجلوگ یرات،تعم تر یقدق یزیر به برنامه یبررس ینا

 ینپره شکسته وجود دارد. در ا یکپره با  ۵ یگریپره سالم و در د 4 یکیاند؛ در  شده یسهدار مقا پره یسکشفت د یستمس

ها و  و پره یسکد یناند. اثر متقابل ب نامتعادل در نظر گرفته شده یسکو د یرخطیغ ها یاتاقان یر،پذ مدل، شفت انعطاف

از  یسکمرکز د ییجا جابه دهد، ینشان م یجمدل در نظر گرفته شده است. نتا یندر ا یزها ن و پره ها یاتاقان یراییم ینهمچن

 ییجا . جابهرسد یم یقهدور بر دق 1900 یر در سرعت دورانمت یلیم 6به  یقهدور در دق 1300 یدر سرعت دوران متر یلیم 3

با پره  یستم، س یینپا یها . در فرکانسشود‌یم یاتاقاندر  ها یرون یشو منجر به افزا یافته یشبرابر افزا 7تا  ها یاتاقاندر محل 

به سطح  یستمهر دو س هرتز، 100تا  60 یها متقارن دارد و در فرکانس یستمنسبت به س یشتریشکسته، ارتعاشات و توان ب

 .ندرس یم یکسانی یباًتوان تقر
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 In industrial applications, blade shaft-disk systems, blade failure, leads to improper system operation 
and potential damage to other components. Therefore, structural health monitoring and preventing 
damage from failures is of high importance. Monitoring disk center displacement, bearing 
displacements, and mode shapes in bladed rotor systems with broken blades is essential for identifying 
dynamic changes, diagnosing faults, and‌predicting‌service‌ life.‌Blade‌failure‌alters‌the‌system’s‌mode‌
shapes, which, when analyzed, can enable early fault detection and prevent damage escalation. This 
process contributes to more precise maintenance planning, prevention of vibration amplification, and 
increased safety. In this article, two bladed shaft-disk systems are compared: one with four intact blades 
and another with five blades, one of which is broken. In the model, the shaft is considered flexible, the 
bearings are nonlinear, and the disk is unbalanced. The interaction between the disk and the blades, as 
well as the damping in the bearings and blades, is also accounted for in the model. Results show that the 
disk center displacement increases from 3 mm at a rotational speed of 1300 rpm to 6 mm at 1900 rpm. 
Displacement at the bearing locations increases up to sevenfold, leading to increased forces on the 
bearings. At lower frequencies, the system with a broken blade exhibits greater vibrations and power 
than the symmetrical system, and at frequencies between 60 and 100 Hz, both systems reach 
approximately the same power level. 
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 مقدمه -1
و ارتعاشات این  های صنعتی، بررسی و تحلیل دقیق رفتار دینامیکی دار در ماشین های پره با توجه به افزایش استفاده از دیسک

ها، و افزایش  تر تعمیرات، کاهش هزینه ریزی دقیق ها برای بهبود عملکرد و افزایش طول عمر ضروری است. این بررسی به برنامه سیستم

های ارزشمندی برای بهبود  کند. همچنین از تشدید ارتعاشات و بروز خستگی در سایر قطعات جلوگیری کرده و داده ایمنی کمک می

دار  های شفت و دیسک پره تری داشته باشند.سیستم ها عملکرد ایمن ها در مواجهه با خرابی آورد تا سیستم های آینده فراهم می طراحی

ها،  سازی این بخش ی مدل اند. بنابراین بررسی شرایط و نحوه شده ها تشکیل  ها، شفت، دیسک و پره از چهار بخش اصلی شامل، یاتاقان

[ و 2] [، آنالیز مودال1] ها دارند. برای دستیابی به درک بهتری از وضعیت سیستم، تحلیل پایداری یل این سیستماهمیت بالایی در تحل

 بررسی ارتعاشات مورد استفاده قرارگرفته است.  

[. برای بررسی 3گذارند ] ها و موقعیت دیسک سه عامل مهمی هستند که بر ارتعاشات تأثیر می زاویه پره، سختی کوپلینگ بین پره

عنوان  شده است. به  ها استفاده  سازی آن های مختلفی با شرایط گوناگون برای شبیه ها و روش ها بر وضعیت سیستم، از مدل تأثیر پره

های  [. در مدل4سازی کنترل فعال ارتعاشات استفاده کرد ] توان از تحلیل مودال تجربی و شبیه ی دینامیکی میساز مثال، برای مدل 

ها بررسی شد  های غیرخطی، یک تعامل بین روتور و پره گاه عنوان پاندول معکوس و استفاده از تکیه ها به تر، با در نظر گرفتن پره ساده

ها بر  ای که شکل، جرم و سختی پره گونه دهد به رفتار سیستم دیسک، پره و شفت را تغییر میها به دیسک،  [. اضافه شدن پره۵]

سازی پره  پره، از مدل جرم متمرکز یک درجه برای مدل-[. برای بررسی ناپایداری سیستم دیسک6گذارد ] ارتعاشات سیستم تأثیر می

پره بر اساس مدل جرم متمرکز دو درجه معرفی شد -سیستم دیسک[. برای افزایش دقت مدل، یک مدل دینامیکی از 7استفاده شد ]

که مدل جرم متمرکز  سازی پره چرخشی با استفاده از مدل جرم متمرکز سه درجه بهبود داد. ازآنجایی [ مدل را با مدل9[. کیرتی ]8]

بررسی شد.  RSDBشات همبسته سیستم های چرخشی نیست، مکانیزم ارتعا های مودهای مرتبه بالاتر برای پره قادر به توصیف ویژگی

شده و صحت آن با روش اجزای محدود تأیید شد. سپس، تأثیر متقابل ارتعاشات پره و  ابتدا مدل دینامیکی جامع این سیستم ارائه 

س های چرخشی بر اسا تر مدل تحلیلی برای پره [ و در حالت جامع10] ها، تحلیل شد شدگی پره ویژه پیچش شفت و خم شفت، به

[. در حالتی که نامیزانی در سیستم وجود داشته باشد، بررسی محل ارتعاش پره 11شده است ] نظریه ارتعاش تیر و صفحه توسعه داده 

[. بررسی پاسخ فرکانسی سیستم دیسک و پره همراه با 12تحت شرایط ناپایداری تصادفی بر اساس نظریه ارتعاش تیر انجام شد ]

ا استفاده از الگوریتم ژنتیک نشان داد که افزایش ماکزیمم پاسخ سیستم نامیزان نسبت به سیستم میزان، نامیزانی در جرم و سختی ب

 [.13های زیاد شود ] ها به یکدیگر در سرعت ها و یا برخورد آن تواند باعث شکست پره برای سیستم نامطلوب است و می

عنوان  برنولی و فرض دیسک به-عنوان تیرهای اویلر ها به نظر گرفتن پرهها و سیستم رزونانس است. با در   ترین عامل خرابی پره مهم

[ 1۵] چیانگ لی [. بینگ14پذیر کوپل شده را بررسی کردند ] یک جسم صلب، خادم و همکارانش رزونانس اولیه سیستم روتور انعطاف

ها و کاهش خرابی،  . برای افزایش طول عمر پرههای غیرخطی بررسی کرد گاه رزونانس و پایداری دینامیکی سیستم مشابهی را با تکیه

عنوان یک روش مرسوم در تولید و افزایش عمر  های توربین به بررسی تأثیر اعمال فشار و حرارت بالا نیز برای بهبود ریزساختار پره

عنوان  پر آلیاژ دارد، بههای سو خصوص ورق دهی مواد به [. فرآیند هیدروفرمینگ که نقش کلیدی در شکل16شود ] ها شناخته می پره

[، هیدروفرمینگ لوله 17شود. در مطالعه رئیسی و همکاران ] روشی برای افزایش دقت ابعادی بافل پره ثابت توربین گاز نیز استفاده می

شده و  های آزمایشگاهی مقایسه سازی و سپس نتایج آن با داده در سه مرحله شامل پیش فرم، عملیات حرارتی و فرم دهی نهایی شبیه

ها، رفتار خزش پره توربین از جنس سوپر آلیاژ اینکونل  ها بررسی شد. همچنین با توجه به اهمیت رفتار و عمر پره ها بر عمر پره تأثیر آن

 [ مورد بررسی قرار گرفته است.19های مستعمل توربین با اعمال فشار هیدرو استاتیک گرم ] [ و عمر پره18]

پذیر، موقعیت  گذارد. برای یک شفت انعطاف های طبیعی و سرعت بحرانی تأثیر می تعاشات، فرکانسموقعیت دیسک روی شفت بر ار

با بررسی تأثیر [. 20شود ] های طبیعی، سرعت بحرانی و ارتعاشات کوپلینگ می پذیری دیسک باعث تغییر فرکانس و انعطاف

پذیری دیسک باعث  شخص شد که نادیده گرفتن انعطافدیسک م-پذیری دیسک بر پاسخ دینامیکی غیرخطی روتورهای شفت انعطاف

نامیزانی دیسک روی شفت و پارامترهای یاتاقان که بر  .[21شود ] کارانه می برآورد دامنه ارتعاشات غیرخطی و طراحی محافظه بیش

مل حیاتی برای پایداری و توانند عوا های بحرانی می دهد که این عوامل در سرعت گذارند، نشان می شفت تأثیر می-پره-سیستم دیسک
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های طبیعی و مودهای  [. اثرات ارتعاش خمشی شفت بر ارتعاشات کوپل شده سیستم با بررسی فرکانس22عمر سیستم باشند ]

 [ مطالعه شده است.23کوپلینگ توسط شی و لی ]

های شفت ارتعاشات  گاه د. تکیهها هستن گذارد، یاتاقان توجهی روی ارتعاشات و پایداری سیستم می بخش دیگری که تأثیر قابل

عنوان  های سیستم به توجهی بر ارتعاشات و رزونانس طور قابل های نامتعادل به گاه کنند، تکیه پره را تحریک می-دیسک-سیستم شفت

طور  سرعت به گاه قرار گیرد و دامنه تکیه  تواند تحت تأثیر اثرات غیرخطی [. پاسخ گذرا می24گذارند ] تابعی از جرم دیسک تأثیر می

دار پشتیبانی شده توسط یک  [. ژنیونگ سیستم دیسک پره2۵کند ] مستقیم به دلیل لق بودن یاتاقان و غیرخطی بودن تغییر می

سازی دینامیکی و تحلیل انشعابی آن را انجام داد. روش المان محدود برای توسعه یک مدل  یاتاقان غلتکی را بررسی کرد و مدل

[. 26پذیر بین پره و دیسک استفاده شد ] های غلتکی غیرخطی و کوپلینگ انعطاف با در نظر گرفتن یاتاقاندینامیکی از سیستم 

های کفشک لولایی که قادر به جبران نامیزانی و تطبیق با تغییرات سرعت و میرایی فعال هستند، برای موتورهای  همچنین یاتاقان

 [.27اند ] ی و به برسی شدهها طراح توربینی دور بالا با توجه به وضعیت پره

کنند.  شده است که ارتعاشات کوپل ناشی از عوامل مؤثر را بررسی می هایی ارائه  برای بررسی جامع سیستم شفت دیسک پره، مدل

 شود. ارتعاشات کوپل شده است که در ادامه به آن پرداخته می ها تأثیر چند بخش از سیستم در نظر گرفته در هر یک از این پژوهش

[. برای کاهش پیچیدگی و افزایش کارایی 28شفت با استفاده از نظریه تیر پیوسته بررسی شد ]-دیسک-شده سیستم چرخشی پره

[ یک مدل همبسته مبتنی 30[. هوکسین شی و همکاران ]29شود ] ها، از روش جرم متمرکز و نظریه المان محدود استفاده می حل راه

های ارتعاشی سیستم را بررسی کردند. جین  ماری برای بررسی اثرات عدم قطعیت پارامترها بر ویژگیهای تولیدی و تحلیل آ بر تلورانس

های تیر  پره با استفاده از المان-دیسک-سازی دینامیکی جدید برای سیستم همبسته شفت [ یک استراتژی مدل31زنگ و همکاران ]

سازی  پوسته دقت و کارایی بالایی در شبیه-دهد که مدل ترکیبی تیر شان میریسینر را ارائه دادند. نتایج ن-تیموشنکو و پوسته مینلین

ها را به دست آورد، اما کوپلینگ با  تواند کوپلینگ بین پره پره می-دیسک دارد. سیستم دیسک-های دینامیکی سیستم شفت ویژگی

[. با 32صلب بوده و ارتعاش شفت نقشی ایفا نکند ] گیرد، به این معنی که این مدل فقط زمانی کاربرد دارد که شفت شفت را نادیده می

پذیری دیسک و تغییر شکل پیچشی، اثرات سفت شدن و ارتعاش کوپلینگ پارامتریک بر ارتعاشات سیستم،  نادیده گرفتن انعطاف

شی پره، [. رفتارهای کوپلینگ ارتعاشات پیچشی و خمشی شفت، ارتعاشات عرضی دیسک و ارتعاشات محوری و خم33بررسی شد ]

های ژیروسکوپی، نیروهای کوریولیس و اثرات گریز از مرکز در یک مدل مکانیکی ریاضی از یک سیستم کوپلینگ  همچنین ممان

FSDB [ 34بر اساس نظریه کیرشهف و نظریه تیر پیوسته در نظر گرفته شدند .] 

اند. این عوامل شامل موقعیت دیسک  را بررسی کردهشفت -پره-مطالعات پیشین تأثیرات جداگانه عوامل مختلف بر سیستم دیسک     

ها و وجود جرم نامتعادل بودند. در این پژوهش، از یک مدل  دار و بدون دمپ، رفتار پره های غیرخطی دمپ روی شفت، حضور یاتاقان

همزمان در نظر گرفته  صورت شده است. در این مدل تمامی عوامل مؤثر به جامع برای بررسی ارتعاشات و پایداری سیستم استفاده

شود. این خمش هندسی منجر به تأثیرات  ها می ها کوچک است که باعث خمش زیاد پره ها در مقایسه با طول آن اند. ضخامت پره شده 

پذیر است و دیسک لزوماً در وسط شفت قرار ندارد. همچنین برای کامل شدن  شود. در این مدل شفت انعطاف غیرخطی در سیستم می

هایی مانند شکستگی  اند. از طرفی در کاربردهای صنعتی سیستم، گاهی مشکلات و خرابی شده ها غیرخطی در نظر گرفته  یاتاقانمدل، 

دار با پره  های روتور پره ها و شکل مود در سیستم جایی یاتاقان جایی مرکز دیسک، جابه افتد؛ بنابراین بررسی جابه‌ها اتفاق می پره

بینی عمر مفید سیستم ضروری است.  سیستم اولیه برای شناسایی تغییرات دینامیکی، تشخیص خرابی و پیش شکسته و مقایسه آن با

شوند که در یکی چهار پره سالم روی دیسک ‌الذکر، در این مقاله دو سیستم شفت، دیسک پره با هم مقایسه می با توجه به موارد فوق

جایی  جایی و جابه ها شکسته و در این حالت چهار پره دارد. به این منظور، جابه ناند و دیگری پنج پره دارد که یکی از آ شده نصب 

 اند. ها مورد بررسی قرار گرفته های پایداری و شکل مود ها و همچنین نمودار جایی در محل یاتاقان ای مرکز دیسک، جابه زاویه

 

 سازی مدل -2

های  آیند. پرهدست می است، به شده  نشان داده  1پره که در شکل  ی شفت دیسک در این قسمت معادلات حرکت، برای یک مجموعه

شود که بیش از سه پره بر ام در شکل نشان داده شده است. فرض می iاند. تنها پره  سازی شده تیر یکسر درگیر مدل nآن با استفاده از 

ی خارجی  نسبت به محور شفت به لبه υها با زاویه  هباشد. این پرروی دیسک قرار دارد. به این ترتیب کل مجموعه روتور متقارن می
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است. در  شده  ها کم است از مدل تیر اویلر برنولی استفاده ها نسبت به طول آن که ضخامت پره جایی اند. از آن دیسک صلب متصل شده

چارچوب چرخان  Oxyzدستگاه مختصات ثابت است در حالی که  OXYZاست.  شده  دو دستگاه مختصات اصلی نشان داده  1شکل 

 ای دیسک در حال دوران است.  باشد که با سرعت زاویهمی

 

 
 [3۵ها ] شمایی از مدل شفت، دیسک و پره 1شکل 

 

x و y دهند. معادلات حرکت با استفاده از این مختصات موقعیت مرکز دیسک را نسبت به دستگاه مختصات چرخان نشان می

ای  با محور دوران زاویه  ζدر راستای تار خنثی پره قبل از تغییر شکل یافتن آن قرار گرفته است. محور  ξآیند. محور  دست می دورانی به

و  Rجرم دیسک است که در مرکز آن قرار دارد. شعاع دیسک برابر  md بر هر دوی این محورها عمود است. ηسازد و محور می υبرابر 

,υi(ξ دهد و ام در روی دیسک را نشان می iموقعیت پره  Ψiباشد. در شکل زاویه  میlb ها برابر  طول پره t)ای از پره  جابه جایی نقطهi 

ها  اند. همچنین یاتاقان ها متقارن اند و یاتاقان ها به طور منظم و متوازن قرار گرفته باشد. فرض شده است که تمامی پرهمی tام در زمان 

پذیر است و دیسک لزوماً در میانه آن قرار ندارد. همچنین اثرات  پذیر هستند. شفت در راستای جانبی انعطاف ایزوتروپیک و انعطاف

 است.  شده  ها در نظر گرفته  ل هندسی پرهخطی ناشی از تغییر شک غیر

ها از تیر اویلر برنولی  سازی آن ها وارد معادلات شوند. برای مدل خطی آن اند تا اثرات غیر شده جایی بزرگ در نظر گرفته  ها با جابه پره

م، انرژی پتانسیل و تابع میرایی ریلی ا iها از مواد کلوین ساخته شده باشند، انرژی جنبشی پره  است. با فرض اینکه پره استفاده شده

 .[3۵] آیند به دست می 3تا  1ها از روابط  برای پره

(1) 𝑇𝑖 = 𝑚𝑏 ∫ |𝑣𝑖⃗⃗⃗  |
2 𝑑𝑠∗

1

0

 

(2) 𝑈𝑖 ≈
𝐸𝑏𝐼𝑏
2𝑙𝑏

∫ [(
𝜕2𝑦𝑖

∗

𝜕𝑠∗2
)

2

+ (
𝜕𝑦𝑖

∗

𝜕𝑠∗

𝜕2𝑦𝑖
∗

𝜕𝑠∗2
)

2

]
1

0

𝑑𝑠∗ 

(3) 𝐷𝑖 =
𝐼𝑏𝛾𝑏

𝑙𝑏
∫ [(

𝜕2𝑦𝑖
∗

𝜕𝑠∗2
)

2

+ (
𝜕𝑦𝑖

∗

𝜕𝑠∗

𝜕2𝑦𝑖
∗

𝜕𝑠∗2
)

2

+ 2
𝜕𝑦̇𝑖

∗

𝜕𝑠∗

𝜕2𝑦̇𝑖
∗

𝜕𝑠∗2

𝜕2𝑦𝑖
∗

𝜕𝑠∗2

𝜕𝑦𝑖
∗

𝜕𝑠∗
]

1

0

𝑑𝑠∗ 

به ترتیب جرم، مدول الاستیسیته، ممان دوم سطح مقطع، طول و ویسکوزیته پره  γbو  mb ،Eb ،Ib ،lb، 3تا  1در معادلات 

  جایی ناشی از تغییر شکل پره است. جابه viباشند. همچنین  می

ها به دیسک متصل است.  ها و سر دیگر آن ها به یاتاقان اند. سر آزاد آن گیردار مدل شده سر یک ها به صورت دو تیر در این مدل شفت

داد. انرژی جنبشی، پتانسیل و تابع میرایی ریلی  نشان w2و  υ1  ،υ2  ،w1ی شود فرم الاستیک شفت را بتوان با متغیر هافرض می

 .[3۵] آینددست می به 6تا  4شفت به ترتیب از معادلات 

(4) 𝑇1,2 =
1

2
𝜌𝑠 ∫ |v⃗ 1,2|

2
𝑑𝑧

𝐿1,2

0

 

(۵) 𝑈1,2 =
1

2
𝐸𝑠𝐼𝑠 ∫ (|

𝜕2𝑣1,2

𝜕𝑧2
|

2

+ |
𝜕2𝑤1,2

𝜕𝑧2
|

2

)
𝐿1,2

0

𝑑𝑧 
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(6) 𝐷1,2 =
𝐼𝑠𝛾𝑠

2
∫ (|

𝜕2𝑣1,2

𝜕𝑧2
|

2

+ |
𝜕2𝑤1,2

𝜕𝑧2
|

2

)𝑑𝑧
𝐿1,2

0

 

باشند.  به ترتیب چگالی، مدول الاستیسیته، ممان دوم سطح مقطع و ویسکوزیته شفت می γsو  ρs ،Es ،Is، 6تا  4در معادلات 

سختی  kBکه در آن  .قابل محاسبه است 7ی  کند با استفاده از رابطه خطی متقارن به شفت وارد می نیروی الاستیک که یک یاتاقان غیر

جایی شفت در یاتاقان را  برداری است که جابه  ⃗⃗∆ه نام ضریب دافینگ و خطی ب ی غیر ضریب جمله αها و  میرایی یاتاقان CBها،  یاتاقان

قابل  10و  9ها از روابط  انرژی پتانسیل و تابع ریلی یاتاقان 8و  7آید. با توجه به روابط دست می به 8ی  از رابطه  ⃗⃗∆دهد. نشان می

 .[36] اند محاسبه

(7) 𝐹 = (𝑘𝐵 + 𝛼|∆|2)∆⃗⃗  

(8) ∆⃗⃗ 1,2= 𝑣1,2(𝐿1,2, 𝑡)𝑒𝑥 + 𝑤1,2(𝐿1,2, 𝑡)𝑒𝑦 + 𝑟 ± 𝐿1,2𝑒𝑧 × 𝛷⃗⃗  

(9) 𝑈1,2 = ∫𝐹 . 𝑑∆⃗⃗ = 𝑘𝐵|∆1,2|
2
/2 + 𝛼|∆1,2|

4
 

(10) 𝐷̃1,2 =
𝑐𝐵

2
|∆̇1,2|

2
 

نظر از  دست آورد. پس از ساده سازی معادلات بالا و صرف توان با استفاده از معادلات لاگرانژ بهمعادلات نهایی حرکت را می

 خواهد بود.  n+4باشد، تعداد معادلات  nها  آیند. اگر تعداد پرهدست می زیر بهمعادلات حرکت به شکل  3معادلات با درجات بالاتر از 

(11) 

𝑚𝑡(𝑟̈ + 2𝛺𝑗𝑟̇ − 𝛺2𝑟) − 𝑗(𝛷̈ + 2𝛺𝑗𝛷̇ − 𝛺2𝛷)(𝐿1𝑚1 − 𝐿2𝑚2)/2 + 𝐴1𝑚1(𝑟̈1 + 2𝛺𝑗𝑟1̇ − 𝛺2𝑟1)

+ 𝐴1𝑚2(𝑟̈ + 2𝛺𝑗𝑟2̇ − 𝛺2𝑟2) + (𝑘1 + 𝑘2)𝑟 + ∅0(𝑘1𝑟1 + 𝑘2𝑟2) + 𝑗𝛷(𝑘1𝐿1 − 𝑘2𝐿2)

+ 2𝑐𝐵(𝑟̇ + 𝑗𝛺𝑟) + 𝑐𝐵𝑗(𝐿1 − 𝐿2)(𝛷̇ + 𝑗𝛺𝛷) + 𝑐𝐵∅0(𝑟̇1 + 𝑗𝛺𝑟1 + 𝑟̇2 + 𝑗𝛺𝑟2)

= 𝑚𝐺𝛺2𝑟𝑒

+ 𝑚𝑏𝑙𝑏 ∑𝑒𝑥𝑝(𝑗𝜓𝑖)(𝐴0𝛺
2 − 2𝐴2𝑞̇𝑖

2 + 𝐴1𝛺
2𝑞𝑖

2 + 𝑗𝐴1𝛺
2𝑞𝑖 cos 𝜐 − 4𝑗𝐴2𝛺𝑞̇𝑖𝑞𝑖

𝑖

+ 2𝐴1𝛺𝑞̇𝑖 cos 𝜐 − 2𝐴2𝑞𝑖𝑞̈𝑖) 

(12) 

𝐼𝑡(𝛷̈ + 2𝛺𝑗𝛷̇ − 𝛺2𝛷) − 𝛺𝐽𝑡𝑗(𝛷̇ + 𝑗𝛺𝛷) + 𝑗(𝑟̈ + 2𝛺𝑗𝑟2̇ − 𝛺2𝑟2)(𝐿1𝑚1 − 𝐿2𝑚2)/2

+ 𝐿1𝑚1𝑗(𝑟̈1 + 2𝛺𝑗𝑟1̇ − 𝛺2𝑟1) − 𝐿2𝑚2𝑗(𝑟̈2 + 2𝛺𝑗𝑟2̇ − 𝛺2𝑟2) − 𝑗𝑟(𝑘1𝐿1 − 𝑘2𝐿2)
− ∅0𝑗(𝑘1𝐿1𝑟1 − 𝑘2𝐿2𝑟2) + 𝛷(𝑘1𝐿1

2 + 𝑘2𝐿2
2) − 𝑐𝐵𝑗(𝑟̇ + 𝑗𝛺𝑟)(𝐿1 − 𝐿2)

− 𝑐𝐵∅0𝐿1𝑗(𝑟̇1 + 𝑗𝛺𝑟2) + 𝑐𝐵(𝛷̇ + 𝑗𝛺𝛷)(𝐿1
2 + 𝐿2

2)

= 𝑚𝑏𝑙𝑏
2 sin 𝜐∑𝑒𝑥𝑝(𝑗𝜓𝑖)(𝑗𝐴5𝛺

2𝑞𝑖 − 2𝐴8𝑞̇𝑖
2𝑞𝑖 + 𝑗𝐴8𝛺

2𝑞𝑖
3 − 𝛺2𝑞𝑖

2 cos 𝜐 + 4𝐴8𝛺𝑞̇𝑖𝑞𝑖

𝑖

+ 2𝑗𝛺𝑞̇𝑖𝑞𝑖 cos 𝜐 + 𝑗𝐴5𝑞̈𝑖 − 𝑗𝐴8𝑞𝑖
2𝑞̈𝑖) 

(13) 
𝐴1𝑚2(𝑟̈ + 2𝛺𝑗𝑟̇ − 𝛺2𝑟)+𝑚2(𝑟̈2 + 2𝛺𝑗𝑟2̇ − 𝛺2𝑟2) + 𝑗𝐴11𝐿2𝑚2(𝛷̈ + 2𝛺𝑗𝛷̇ − 𝛺2𝛷) + 𝑘2∅0(𝑟 + 𝑗𝐿2𝛷 +

∅0𝑟2) +
𝐸𝑠𝐼𝑠𝐴12𝑟2

𝐿2
3 +

𝛾𝑠𝐼𝑠𝐴12𝑟̇2

𝐿2
3 + 𝑐𝐵(𝑟̇ + 𝑗𝛺𝑟)∅0 + 𝑐𝐵∅0

2(𝑟̇2 + 𝑗𝛺𝑟2) − 𝐿2∅0𝑐𝐵(𝛷̇ + 𝑗𝛺𝛷) = 0 

(14) 
𝐴1𝑚1(𝑟̈ + 2𝛺𝑗𝑟̇ − 𝛺2𝑟)+𝐴11𝑚1(𝑟̈1 + 2𝛺𝑗𝑟1̇ − 𝛺2𝑟1) − 𝑗𝐿1𝑚1(𝛷̈ + 2𝛺𝑗𝛷̇ − 𝛺2𝛷) + 𝑘1∅0(𝑟 + 𝑗𝐿1𝛷 +

∅0𝑟1) +
𝐸𝑠𝐼𝑠𝐴12𝑟1

𝐿1
3 +

𝛾𝑠𝐼𝑠𝐴12𝑟̇1

𝐿1
3 + 𝑐𝐵(𝑟̇ + 𝑗𝛺𝑟)∅0 + 𝑐𝐵∅0

2(𝑟̇1 + 𝑗𝛺𝑟1) + 𝐿1∅0𝑐𝐵(𝛷̇ + 𝑗𝛺𝛷) = 0 

(1۵) 

-𝑗𝐴1𝑚𝑏(𝑟̈ + 2𝛺𝑗𝑟̇ − 𝛺2𝑟)𝑒𝑥𝑝(−𝑗𝜓𝑖) cos 𝜐 + 𝑗𝐴1𝑚𝑏(𝑟̈̅ − 2𝛺𝑗𝑟̇̅ − 𝛺2𝛷)𝑒𝑥𝑝(𝑗𝜓𝑖) cos 𝜐 + 𝑗𝐴5𝑙𝑏𝑚𝑏(𝛷̈ +

𝛺2𝛷)𝑒𝑥𝑝(−𝑗𝜓𝑖) sin 𝜐 − 𝑗𝐴5𝑙𝑏𝑚𝑏(𝛷̈̅ + 𝛺2𝛷̅)𝑒𝑥𝑝(𝑗𝜓𝑖) sin 𝜐 + 2𝑙𝑏𝑚𝑏(4𝐴10𝑞𝑖
2 + 1)𝑞̈𝑖 =

2𝑙𝑏𝑚𝑏(2𝐴10𝛺
2𝑞𝑖

3 + 4𝐴7𝛺
2𝑞𝑖

3 + 𝛺2𝑞𝑖 cos 𝜐2 + 2𝐴6𝛺
2𝑞𝑖 − 4𝐴10𝑞𝑖

2𝑞̇𝑖) − 2𝑙𝑏(𝑐𝑏𝑞̇𝑖 + 𝑘𝑏𝑞𝑖 + 𝐸𝑏𝐼𝑏𝐴13𝑞𝑖
3/𝑙𝑏

3 −

3𝛾𝑏𝐼𝑏𝐴13𝑞̇𝑖𝑞𝑖
2/𝑙𝑏

3) 

های انتهای مقاله  های موجود در این معادلات در جدول دهند. پارامتر معادلات حاکم بر سیستم را نشان می 1۵تا  11معادلات 

 اند. در پیوست الف تعریف شده A13الی  A1اند. همچنین ضرایب  شده آورده 

 

 سیستمبررسی ارتعاشات  -3

با مرتبه چهارم و پنجم حل شده و ارتعاشات سیستم مورد بررسی قرار  1به روش عددی رانگ کوتا 1۵تا  11در این بخش معادلات 

شوند تا مقدار  ها با هم مقایسه می شود. این تخمین گیرند. در این روش دو تخمین از جواب با دقت مرتبه چهارم و پنجم محاسبه میمی 

دست  ها به عنوان ترکیبی خطی از این شیب ی مجاز باشد، مقدار نهایی به . اگر خطای بین این دو تخمین در محدودهخطا محاسبه شود

                                                           
1 Runge-Kutta 
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یابد و محاسبات مجدداً تکرار  شود. اگر خطا زیاد باشد، گام زمانی کاهش می عنوان جواب گام جاری در نظر گرفته می آید و به می

های صنعتی سیستم شفت روتور و پره احتمال خرابی و شکستن پره وجود دارد، ارتعاشات سیستم  شود. با توجه به اینکه در کاربرد می

 2ی این  شوند. با مقایسهپره دارد، با هم مقایسه می 4های آن شکسته و  ای که یکی از پره پره ۵پره و روتور  4حالت روتور  2برای 

 2جایی مرکز دیسک برای این  است وجود دارد. ابتدا جابه ر خرابی شده یابی و تحلیل وضعیت یک روتور که دچا حالت، امکان عیب

 .است  شده ای مرکز دیسک نشان داده  جایی زاویه جابه 3است. در شکل  رسم شده  2حالت محاسبه شده و در شکل 

 

 
 جایی مرکز دیسک جابه 2شکل 

 

 
 ای مرکز دیسک جایی زاویه جابه 3شکل 

 

ای مرکز دیسک بعد از شکستن یک  جایی زاویه جایی و جابه شود، مطابق انتظار، جابهمشاهده می 3و  2های  طور که در شکل همان

ها وارد کند. با توجه به  های مخرب زیادی را به شفت و یاتاقان تواند نیروها می جایی یابد. این افزایش جابهشدت افزایش می پره به

یابد، اما در حالت شکستن پره، مقدار ی ارتعاشات با گذر زمان کاهش می ها، دامنه ا و پرهه های ذاتی سیستم و میرایی یاتاقان میرایی

ای مرکز دیسک بسیار کم و پایدار  جایی زاویه در حالت چهار پره متقارن، جابه 3یابد. در شکل برابر افزایش می 7جایی سیستم تا  جابه

توزیع متوازن نیروهای گریز از مرکز شده و از ایجاد نوسانات بزرگ در مرکز ها باعث  دهد که تقارن پره است. این وضعیت نشان می

 .دهدها را نشان می جایی ابتدا و انتهای شفت در محل یاتاقان جابه 4دیسک جلوگیری کرده است. شکل 
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 ها جایی یاتاقان جابه 4شکل 

 

دهد. در حالت چهار پره متقارن،  شکست پره نشان میجایی شفت در محل یاتاقان را در دو حالت با و بدون  این نمودار جابه

دهنده عملکرد متعادل و پایدار سیستم است؛ اما در حالت پنج پره با یک پره شکسته،  جایی شفت بسیار کم و پایدار است که نشان جابه

، نوسانات شدیدی در ابتدا مشاهده یابد. در این حالت جایی شفت به طور قابل توجهی افزایش می به دلیل عدم تقارن ایجاد شده، جابه

دهد که شکست یک پره  ماند. این وضعیت نشان می یابد اما همچنان بیشتر از حالت متقارن باقی می شود که به تدریج کاهش می می

 تواند به خرابی مکانیکی قطعات منجر شود. شود که می جایی شفت می ثباتی و افزایش جابه باعث بی

شود. انحراف شفت  یابد، این امر منجر به چندین اثر نامطلوب بر نیروهای یاتاقان می ها افزایش می ر یاتاقانجایی شفت د وقتی جابه

تواند فشار زیادی بر برخی از  شود. این توزیع نامتعادل نیروها می ها می از موقعیت اصلی خود باعث توزیع نامساوی نیروها بر روی یاتاقان

جایی باعث افزایش نیروهای شعاعی و  تر آن شود. علاوه بر این، افزایش جابه منجر به فرسایش سریع های یاتاقان وارد کند و قسمت

شود که ممکن است از مشخصات طراحی یاتاقان فراتر رود. این نیروهای اضافی منجر به افزایش اصطکاک و گرما شده و  محوری می

 .کند خطر خرابی مکانیکی را بیشتر می کننده شود که تواند باعث تخریب مواد یاتاقان و روان می

کننده درون  تواند باعث تجزیه روان عواقب این افزایش نیروها قابل توجه است. گرم شدن بیش از حد به دلیل اصطکاک زیاد می

جاد نویز و راستایی نادرست و توزیع نامساوی نیروها همچنین منجر به ای یاتاقان شود و در نهایت ممکن است یاتاقان قفل کند. هم

های اولیه خرابی یاتاقان هستند. با گذشت زمان، این مشکلات منجر به کاهش کارایی دستگاه،  شود که از نشانه ارتعاشات غیرعادی می

جایی سیستم برای  نمودار جابه ۵در شکل  .شوند آلات می نیاز به تعمیر و نگهداری بیشتر و افزایش احتمال توقف غیرمنتظره ماشین

 ی دورانی مختلف نشان داده شده است.ها سرعت

جایی مرکز دیسک نیز به تدریج افزایش  های چرخشی پایین رفتار مشابهی دارند و با افزایش سرعت، جابه هر دو منحنی در سرعت

به اوج  دهد و نشان می جایی مرکز دیسک پره )یک شکسته( افزایش سریعی را در جابه ۵با افزایش سرعت چرخشی، سیستم با  .یابد می

پره متقارن نیز  4سیستم با  .رسد. این رفتار به دلیل عدم تعادل ناشی از پره شکسته است دور در دقیقه می 1900خود در حدود 

دور در دقیقه است و مقدار اوج آن کمتر از سیستم با پره شکسته است.  1300دهد، اما اوج این سیستم در حدود  افزایش را نشان می

جایی مرکز  جابه پایداری بهتر سیستم متقارن است. پس از رسیدن به اوج، هر دو سیستم کاهش قابل توجهی دردهنده  این نشان

 .شود تر تثبیت می دور در دقیقه کاهش شدیدی دارد و در یک مقدار پایین 1900دهند. سیستم با پره شکسته پس از  دیسک نشان می

دهد  شود. این نشان می تری دارد و در نهایت به یک مقدار ثابت نزدیک می ریجیدور در دقیقه کاهش تد 1300سیستم متقارن پس از 

 های بالا پایدارتر است. که سیستم متقارن در سرعت

رسد، در حالی که سیستم  دور در دقیقه به عدم تعادل بحرانی می 1900های بحرانی سیستم با پره شکسته در حدود  در سرعت

شود  های بالاتر می رسد. آسیب دیدن یک پره باعث افزایش عدم تعادل در سرعت قیقه به اوج خود میدور در د 1300متقارن در حدود 

سیستم با پره شکسته پس از عبور از سرعت بحرانی خود، کاهش قابل  .شود ها می و سیستم دچار ناپایداری بیشتری در این سرعت
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دهد که چگونه  این نمودار نشان می .کند ای بالا نوساناتی را تجربه میه جایی مرکز دیسک دارد اما همچنان در سرعت توجهی در جابه

های سالم  تواند باعث ناپایداری در سیستم روتور شود و سرعت بحرانی را افزایش دهد. سیستم متقارن با پره دیدگی یک پره می آسیب

از آنجایی که سیستم یک سیستم سخت  .کند ه میهای بالا تجرب تر پایدارتر است و نوسانات کمتری در سرعت های پایین در سرعت

شود که فشار گردد. این تاخیر باعث میشونده است، در حالتی که یک پره شکسته است خاصیت سخت شوندگی آن دیرتر پدیدار می

های مختلف با  انسنمودار توان سیستم برای فرک 6تواند منجر به از بین رفتن سیستم شود. در شکل بیشتری به سیستم وارد شود و می

 استفاده از تبدیل سریع فوریه رسم شده است.
 

 
 جایی مرکز دیسک برای سرعت دورانی های مختلف جابه 5شکل 

 

 
 های مختلف توان سیستم در فرکانس 6شکل 

 

ی عدم تعادل  دهنده نشاندهد که  هرتز( ارتعاشات و توان بیشتری را نشان می 20-0های پایین ) یستم با پره شکسته در فرکانسس

یابد، اما این کاهش در سیستم متقارن  ا افزایش فرکانس، توان ارتعاشات در هر دو سیستم کاهش می. بقابل توجه در این سیستم است

با پره رسند، اگرچه سیستم  هرتز(، هر دو سیستم به یک سطح پایدار از توان می 100-60های بالا ) در فرکانس .افتد تر اتفاق می سریع

تواند باعث افزایش ارتعاشات و توان در  دهد که آسیب دیدن یک پره می این نمودار نشان می .شکسته هنوز مقداری توان بیشتر دارد

های سالم ارتعاشات کمتری در تمام  تر شود که ممکن است به ناپایداری سیستم منجر شود. سیستم متقارن با پره های پایین فرکانس

 ت.های بالا پایدارتر اس در فرکانس دهد و انسی نشان میهای فرک محدوده
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 هاشکل مودبررسی پایداری و  -4
شود. در آن نمودارها میرایی ذاتی حالت فوق رسم می 2در این بخش برای بررسی پایداری سیستم، نمودارهای کمپل و زوال برای هر 

حالت مختلف، نمودارها  2در نظر گرفته نشده است. با رسم نمودارها برای ها  ها و پره سیستم در نظر گرفته شده است اما میرایی یاتاقان

ی پایداری با ایجاد  دهد که از آنجایی که پایداری سیستم ذاتی است، محدودهشوند. این موضوع نشان میتقریبا بر هم منطبق می

ها  تأثیرات غیرخطی در سیستم شود و اثر آن ها منجر به شود. همچنین برای اینکه خمش هندسی پره نامیزانی دستخوش تغییر نمی

ها کوچک در نظر گرفته شده است. در نتیجه، جرم  ها در مقایسه با طول آن روی سیستم در مدل در نظر گرفته شود، ضخامت پره

غییرات شود که شکستن یک پره ت ها نسبت به جرم دیسک باعث می ها نسبت به جرم دیسک کوچک هستند. کوچک بودن جرم پره پره

 های طبیعی سیستم ایجاد کنند. ناچیزی را در فرکانس

های دورانی مختلف نشان داده شده است. مقادیر مثبت فرکانس  های طبیعی سیستم برای سرعت فرکانس 7در نمودار کمپل شکل 

دهند. خطوط  را نشان می 2های چرخشی رو به عقب و مقادیر منفی فرکانس طبیعی، فرکانس 1های چرخشی رو به جلو فرکانسطبیعی، 

های مختلف ارتعاشی در سیستم هستند. خطوطی که شیب مثبت دارند،  های طبیعی حالت دهنده فرکانس چین نشان آبی نقطه

ها معمولاً به  یابد. این حالت دهند که در آن فرکانس طبیعی با افزایش سرعت دورانی افزایش می رونده را نشان می های پیش حالت

کنند. خطوطی که شیب نزدیک به صفر دارند و  رونده اشاره دارند که در همان جهت چرخش روتور حرکت می شی پیشمودهای چرخ

 گیرند. تأثیر سرعت چرخش قرار نمیدهنده مودهای ثابت یا مودهایی هستند که تحت  تقریباً مسطح هستند، نشان

 
 نمودار کمپل سیستم 7شکل 

 
 های مختلف توان سیستم در فرکانس 8شکل 

                                                           
1 Forward Whirling Frequencies 
2 Backward Whirling Frequencies 
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دهد که تأثیرات متفاوتی بر پایداری سیستم دارند. نوع اول  دو نوع برخورد مقادیر ویژه را نشان می 8 و 7های  های شکل نمودار

مانند.  ی میکنند زیرا روی محور حقیقی باق ای با علامت کرین مشابه است که معمولاً پایداری سیستم را حفظ می شامل مقادیر ویژه

ای با علامت کرین مخالف است که  دهد و شامل مقادیر ویژه رادیان بر ثانیه رخ میΩ=2000 تر است، در حوالی  نوع دوم که بحرانی

دهد، به ویژه در  شوند. این برخورد کرین ناپایداری سیستم را نشان می شود زیرا به صفحه مختلط منتقل می منجر به ناپایداری می

طور که از  همان .شود ای شفت برخورد کرده و منجر به تشدید و ناپایداری می با مود استوانه ‌ξηها در صفحه  ود اول پرهجایی که م

 شود.باشد، سیستم ناپایدار میمیرادیان بر ثانیه  3300تا  2000نمودارها مشخص است، در بازه ای که سرعت دورانی بین 

شود. با توجه به اینکه ماتریس  دست آوردن شکل مودهای سیستم ابتدا معادلات حرکت سیستم به فرم ماتریسی نوشته می برای به

های جرم و سختی قابل بیان شدن نیست، شکل مودها به جای اینکه تنها شامل  میرایی به صورت ترکیب خطی از ماتریس

دهنده میزان  شوند. قسمت حقیقی نشان های حقیقی و موهومی می و دارای قسمت شوند های حقیقی باشند، مختلط می جایی جابه

به دست  16ی  دهنده فرکانس نوسان است. با توجه به مطالب بیان شده شکل مود های سیستم از رابطه میرایی و قسمت موهومی نشان

 [. 3۵آیند ] می

(16) [
{𝑋}

{𝑋̇}
] 𝜆 = [

{𝑋}

{𝑋̇}
] [

𝐼 0
−𝑀𝐶−1 −𝑀𝐾−1] 

مقادیر ویژه مختلط و بردارهای ویژه متناظر، شکل  λهای جرم، میرایی و سختی هستند.  به ترتیب ماتریس Kو  M ،Cکه در آن 

الذکر نشان داده  لت فوقحا 2های سیستم برای  شکل مود های پره 10و  9در شکل های  د.کنن مودهای مختلط سیستم را مشخص می

 شده است.

 

 
 متقارن. الف: شکل مود اول، ب: شکل مود دوم، ج: شکل مود سومپره  4سه شکل مود سیستم با  9شکل 

 

 
 پره با یک پره شکسته. الف: شکل مود اول، ب: شکل مود دوم، ج: شکل مود سوم ۵شکل مود سیستم  10شکل 

 

یک راستا  پره در 4شود در مود اول طور که مشاهده می ها برای سیستم میزان رسم شده است. همان سه مود اول پره 9در شکل 

نامند. در مود دوم یکی از  ای صفر می تغییر شکل یکسانی داده اند. این شکل مود هیچ محور تقارنی ندارد. از این رو آن را مود قطر گره

 راستا و دو پره دیگر در راستای مخالف تغییر شکل داده اند. پره در یک 2پره دیگر تغییر شکل داده و در مود سوم  3ها بر خلاف  پره

ا حرکات عرضی نامند. این موضوع نشان می دهد که این مود ب ای می این شکل مود یک محور تقارن دارد که آن را محور قطر گره

 دیسک کوپل می باشد.

های آن شکسته است نشان داده شده است. با توجه به نامیزانی ایجاد  ها برای سیستمی که یکی از پره سه مود اول پره 10در شکل 

 نداشته و رفتار صلب گونه دارند. پره تقریبا تغییر شکل 2ها هم راستا نیستند. در مود سوم هم  ی پره مود اول هم همه شده، در
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 سنجی نتایج اعتبار -5
 روش ین. در اشوند یبالانس حل م یکمعادلات به روش هارمون ین، ا1۵تا  11به دست آمده از حل معادلات  یجنتا یسنج اعتبار یبرا

 ین. با استفاده از اشود یبسط داده م یهفور یبا استفاده از سر یستمپاسخ س باشد، یم یحل زمان یها روش یبرا یمناسب یگزینجا که

با هم  11روش در شکل  2به دست آمده از  یها و پاسخ شوند یرافسون حل م یوتونبه دست آمده با استفاده از روش ن معادلات

 .شوند یم یسهمقا
 

 
 جایی مرکز دیسک بر حسب سرعت دورانی جابه 11شکل 

 

های به دست آمده در هر دو روش مطابقت بسیار خوبی با یکدیگر دارند. در شکل  شود، نمودار دیده می 11طور که در شکل  همان

[ 36جع ]پره سالم دارد با یک سیستم مر 4ها در آن صلب هستند و سیستم  ها در یک سیستم غیرکوپل که پره ود اول پرهم ،12

 دهد. رسنجی رفتار مود را نشان میی تطابق عالی است. این تطابق، دقت بالای مقایسه و اعتبا دهنده است و نتایج نشان مقایسه شده
 

 
 ها مود اول پره 12شکل 

 

 ی دوم مرحلههای صلب در  ی شکل مود اول پره ی اول و با مقایسه حل معادلات به دو روش عددی و هارمونیک بالانس در مرحلهبا 

 ی انجام شده تطابق اعتبارسنجی نتایج به دست آمده از حل معادلات و شکل مود های به دست آمده انجام شده است. بررسی مقایسه 

 بسیار خوبی را نشان می دهد.  
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 گیری نتیجه -6

های شامل دیسک و شفت منجر به افزایش  دهد که شکستگی یک پره در سیستم های ارائه شده در نمودارها نشان می تحلیلنتایج 

ها به طور مستقیم بر نیروهای وارد بر  جایی شود. این افزایش جابه های مرکز دیسک و زوایای چرخشی آن می جایی چشمگیر در جابه

های دورانی پایین، هر دو سیستم )با پره  تواند به خرابی زودهنگام این اجزا منجر شود. در سرعت ها تأثیر گذاشته و می شفت و یاتاقان

های بسیار  جایی دهند، اما با افزایش سرعت، سیستم با پره شکسته جابه شکسته و بدون پره شکسته( رفتار مشابهی از خود نشان می

های بالاتر نیز ادامه دارد و  ید ناشی از شکستگی است. این ناپایداری در سرعتدهنده عدم تعادل شد کند که نشان بیشتری را تجربه می

 د.توجهی دار ه همچنان نوسانات قابلحتی پس از عبور از سرعت بحرانی، سیستم با پره شکست

و توان بیشتری های پایین، سیستم با پره شکسته ارتعاشات  دهد که در فرکانس ها نشان می علاوه بر این، بررسی فرکانسی سیستم

تا  60های بالا ) یابد اما همچنان وجود دارد و در فرکانس های میانه کاهش می نسبت به سیستم متقارن دارد. این اختلاف در فرکانس

دهد.  رسند، اگرچه سیستم با پره شکسته هنوز توان بیشتری را نشان می هرتز( هر دو سیستم به سطح توان تقریباً یکسانی می 100

دور در دقیقه، یکی از عوامل اصلی ناپایداری سیستم است که باعث  2000مقادیر ویژه با امضای کرین مخالف در حوالی سرعت  برخورد

ها با مود  شود مقادیر ویژه به صفحه مختلط منتقل شده و سیستم را ناپایدار کنند. این مسئله به ویژه در شرایطی که مود اول پره می

 د.شو تشدید و افزایش ناپایداری می کند، منجر به میای شفت برخورد  استوانه

توجهی بر عملکرد سیستم تأثیر منفی بگذارد.  تواند به طور قابل دهند که شکستگی پره می در نهایت، این مطالعات نشان می

همین دلیل، حفظ سلامت دهند. به  های مختلف نیز ارتعاشات کمتری نشان می های سالم در مواجهه با فرکانس های دارای پره سیستم

 ت.یش طول عمر سیستم بسیار حیاتی اسهای غیرمنتظره، کاهش نوسانات مخرب و افزا ها برای جلوگیری از خرابی و تعادل پره

 

 فهرست علائم

𝑐𝐵  ضریب میرایی یاتاقان 

𝐷𝑖  ام iتابع ریلی پره  

𝐷1,2 تابع ریلی شفت ها 

𝐷̃1,2 تابع ریلی یاتاقان ها 

𝐸𝑏  الاستیسیته پره مدول 

𝐸𝑠 مدول الاستیسیته شفت 

𝐹  نیروی الاستیک یاتاقان 

𝐼𝑏  ممان دوم سطح مقطع پره 

𝐼𝑠  ممان دوم سطح مقطع شفت 

𝐼𝑑  ممان اینرسی جانبی دیسک 

𝐼𝑡  ممان اینرسی جانبی کل روتور 

𝐽𝑑  ممان اینرسی قطبی دیسک 

𝐽𝑡  ممان اینرسی قطبی کل روتور 

𝑘𝐵  یاتاقان سختی 

𝑘1  1سختی یاتاقان 

𝑘2  2سختی یاتاقان 

lb طول پره 

𝐿1  1طول شفت 

𝐿2  2طول شفت 

𝑚𝑡  جرم کل 
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md جرم دیسک 

𝑚𝑏 جرم پره 

𝑚1  1جرم شفت 

𝑚2  2جرم شفت 

𝑞𝑖  مختصات مودال پره 

R شعاع دیسک 

𝑟 موقعیت دیسک در صفحه مختلط 

𝑟1 یاتاقاندر  1جایی شفت  جابه 

𝑟2 در یاتاقان 2جایی شفت  جابه 

𝑇𝑖  ام iانرژی جنبشی پره  

𝑇1,2 انرژی جنبشی شفت ها 

𝑈𝑖  ام iانرژی پتانسیل پره  

𝑈1,2 ها انرژی پتانسیل شفت 

𝑈1,2 ها انرژی پتانسیل یاتاقان 

𝜐1 در راستای  1جایی عرضی شفت  جابهx 

𝜐2 در راستای  2جایی عرضی شفت  جابهx 

𝑤1 در راستای  1جایی عرضی شفت  جابهy 

𝑤2 در راستای  2جایی عرضی شفت  جابهy 

 علائم یونانی

𝛼 ضریب دافینگ 

 جایی شفت در یاتاقان جابه  ⃗⃗∆

𝛾𝑠 ویسکوزیته شفت 

𝛾𝑏 ویسکوزیته پره 

𝜌𝑠 جرم بر واحد طول شفت 

Ψi ای پره  موقعیت زاویهi ام در دیسک 

𝜐𝑖 ناشی از تغییر شکل پرهجایی  جابه 

𝜐 زاویه استگر 

𝜆 مقادیر ویژه مختلط 

𝛺 سرعت دورانی 

𝛷 ای دیسک در صفحه مختلط جایی زاویه جابه 

 پیوست الف

 اند.  ضرایب و پارامتر های ذکر شده در مقاله در این قسمت تعریف شده
𝑚𝑡 = 𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚𝑑 + 𝑚𝐺 + 𝑛𝑚𝑏 
𝑘1 = 𝑘𝐵 + 𝛼|∆1|

2 
𝑘2 = 𝑘𝐵 + 𝛼|∆2|

2 
𝑐𝑏 = 𝛾𝑏𝐼𝑏𝐴12/𝑙𝑏

3 
𝑘𝑏 = 𝐸𝑏𝐼𝑏𝐴12/𝑙𝑏

3 

𝐼𝑡 = 𝐼𝑑 + 𝐴4𝑚𝑏𝑙𝑏
2 ∑sin(𝜓𝑖)

2 + (𝑚1𝐿1
2 + 𝑚2𝐿2

2)/3

𝑖

 

𝐽𝑡 = 𝐽𝑑 + 2𝑚𝑏𝑙𝑏
2𝐴4 ∑sin(𝜓𝑖)

2

𝑖
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𝐴0 = ∫ 𝑓0𝑑𝑠∗1

0
, 𝐴1 = ∫ ∅𝑑𝑠∗1

0
, 𝐴2 = ∫ 𝑓1𝑑𝑠∗1

0
, 𝐴3 = ∫ 𝑓2𝑑𝑠∗1

0
, 𝐴4 = ∫ 𝑓0

2𝑑𝑠∗1

0
, 𝐴5 = ∫ 𝑓0∅𝑑𝑠∗1

0
,  

𝐴6 = ∫ 𝑓0𝑓1𝑑𝑠∗1

0
, 𝐴7 = ∫ 𝑓0𝑓2𝑑𝑠∗1

0
, 𝐴8 = ∫ ∅𝑓1𝑑𝑠∗1

0
, 𝐴9 = ∫ ∅𝑓2𝑑𝑠∗1

0
, 𝐴10 = ∫ 𝑓1

2𝑑𝑠∗1

0
,  

𝐴11 = ∫ 𝑠∗∅𝑑𝑠∗1

0
, 𝐴12 = ∫ (

𝜕2∅

𝜕𝑠∗2)
2

𝑑𝑠∗1

0
, 𝐴13 = ∫ (

𝜕∅

𝜕𝑠∗

𝜕2∅

𝜕𝑠∗2)
2

𝑑𝑠∗1

0
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