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شکل  ییرتغ يبر اساس تئور یورق متخلخل مدرج تابع یک یشکل برش ییراز تغ یناش یکو خمش استات یکمطالعه کمانش الاست یندر ا  

 یقتحق ینا یهدف اصل یل،پتانس يورق با استفاده از اصل انرژ یکیتخلخل بر رفتار مکان یزاننوع و م یرتأثشده است.   یبررس ی،شبر

اند.  شده يبند مشخص، در جهت ضخامت درجه یعتوز يورق متخلخل با توجه به دو الگو یجرم یه و چگالیسیت. مدول الاستباشد یم

 يمحاسبه بارها يو برا  دست آمده به یلتوناز اصل هم  ورق یحاکم بر رفتار کمانش و رفتار خمش یئجز یفرانسیلمعادلات د یستمس

شده این پژوهش، مقایسه  شده است. جهت اعتبارسنجی روش و نتایج ارائه  دهبه کار بر یتزروش ر ی،خمش عرض يکمانش و انحنا یبحران

شده  یسهحاضر مقا یلالمان محدود با تحل يساز مدل یجشده است. علاوه بر آن، نتا شده در مراجع و مقالات معتبر انجام با نتایج ارائه

 يها ورق یبه ضخامت ورق بر کمانش و خواص خمش لتخلخل و نسبت طو یباثرات ضر یبررس يبرا يمطالعه پارامتر یناست؛ همچن

با  یورق متخلخل مدرج تابع یبار کمانش و رفتار خمش مقدار یقتحق ینساده در چهار طرف انجام شده است. در ا گاه یهتک يمتخلخل دارا

مختلف صفحات، بار  هاي دازهتخلخل متفاوت و در نظر گرفتن ان یعشده و با توجه به دو الگو توز یبررس یتخلخل مشخص یعتوز يالگو

تخلخل و  یبضر یشخل، با افزامتخل يها ورق يمطالعه پارامتر یجصفحات محاسبه شده است. طبق نتا ینکمانش و اندازه خمش ا یبحران

 زیعو نحوه تو یزانانتخاب درست م يپژوهش در راستا ینا یج. نتایابد یم یشخمش افزا یزاننسبت طول به ضخامت، اندازه کمانش و م
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 In this study, the elastic buckling and static bending of a functionally graded porous plate based on shear 
deformation theory have been investigated. The effect of the type and degree of porosity on the mechanical 
behavior of the plate using the principle of potential energy is the main goal of this research. The modulus of 
elasticity and mass density of the porous sheet are graded in terms of thickness according to two different 
distribution patterns. The system of partial differential equations governing the buckling and bending behavior 
of the plate is derived from Hamilton's principle. The Ritz method is used to calculate the critical buckling 
loads and transverse bending curvature. In order to validate the method and the results presented in this 
research, a comparison was made with the results presented in authoritative references and articles. In 
addition, the finite element modeling results have been compared with the present analysis. Also, a parametric 
study has been performed to investigate the effects of porosity coefficient and length to thickness ratio of plate 
on buckling and flexural properties of porous sheets with simply support boundaries. The effect of different 
porosity distributions on plate performance is discussed. In this research, by applying different porosity 
coefficients and changes in length to thickness ratio, buckling load and flexural behavior of a graded porous 
plate with a specific porosity distribution pattern has been investigated. According to parametric study of 
porous plate, the buckling load and the maximum transverse displacement on bending increase with increasing 
the porosity coefficient and the ratio of length to thickness. The results of this study are used to design of 
porous plate in various designs such as implants. 
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  مقدمه - 1

سازي و  هاي صنعتی مخصوصاً صنایع کشتی ها در سازه ورق

هوانوردي بسیار کاربرد دارند و اغلب تحت بار فشاري درون 

گیرند و دچار تغییر شکل  صفحه و نیروهاي برشی قرار می

صورت خمش یا کمانش  شوند. این تغییر شکل ممکن است به می

ممکن است در اعضاي فشاري، در تنشی کمانش  گیرد. صورت

 دهد. در این حالت کمانش، رخ مادهکمتر از تنش تسلیم 

دهد،  رخ می کمانش که در آن شود و نیرویی نامیده می الاستیک

خمش یکی دیگر از عواملی . شود ی کمانش نامیده میبار بحران

بدهد است که ممکن است در طول بارگذاري براي یک سازه رخ 

عضو سازه بر محور طولی عمود یک نیروي خارجی اعمال  اثر بر و

امروزه استفاده از مواد ترکیبی براي به دست آوردن . آید وجود  به

خواص مطلوب در صنایع پیشرفته بیشتر کاربرد دارد. اوایل در 

اي با خواص مختلف در هر  ها استفاده از مواد مرکب لایه سازه

لی این ترکیب در اثر تنش پسماند سطح رایج بوده است و

نهایت با  و در لایه شده است لایهمانده عمر کمی داشته و  باقی

طور پیوسته از سطحی به  استفاده از موادي که خواص آن به

 نیبنابرا؛ این مشکلات رفع شده است ،کند سطح دیگر تغییر می

شده از مواد مدرج حائز اهمیت  هاي ساخته بررسی و تحلیل ورق

 تابعی به شده بندي درجه مواد از شده ساخته يها سازه. است شتهگ

اي در  نقش برجسته خود فرد منحصربه هاي ویژه و مزیت دلیل

 شده تخلخل، در بندي درجه توزیع با صنعت دارند. این مواد که

مهندسی و  در جوامع شوند، می عرضه جهت چند یا یک طول

 هاي دهه اند و در مورد توجه عظیمی قرار گرفته تحقیقاتی

مواد  .است این زمینه انجام شده در زیادي گذشته، مطالعات

مواد  ،دنجامدي که در ساختار خود داراي حفره و منافذ باش

هایی از سلول هستند  مجموعهو درکل  شود متخلخل نامیده می

تخلخل یکی از  .اند یا وجوه جامد تجمع یافته  وسیله یال که به

 مادهتواند کاربرد  میکه  مواد متخلخل استمفاهیم مهم و اصلی 

و از تقسیم را از یک بخش به بخشی کاملاً متفاوت تغییر دهد 

آید. مساحت  حجم حفرات بر حجم کلی ماده به دست می

 و تسطحی ماده متخلخل از ماده غیر متخلخل خود بیشتر اس

اي منظم  ها در داخل ساختار متخلخل ممکن است در شبکه حفره

. مواد متخلخل قرار گیرند نظم بیتالی، شبه کریستالی یا و کریس

حفرات دسته اول مواد متخلخل با  ؛شوند به دو دسته تقسیم می

ها از  سلول به سطح ماده دسترسی دارند وحفرات که هستند باز 

در فرآیندهاي و  اند طریق وجوه باز به یکدیگر متصل شده

دسته دوم مواد دارند.  کاتالیستی، جداسازي و فیلتراسیون کاربرد

در درون ماده حفرات که هستند حفرات بسته متخلخل با 

 هاي همسایه خود مجزاست هر سلول از سلول و محبوس هستند

هاي حرارتی، صوتی و وسایلی با چگالی پایین  و براي ساخت عایق

اکنون فنونی براي فومی شکل کردن  .]1[ شوند استفاده می

 دارد وها وجود  ها و شیشه مواد آلی بلکه فلزات، سرامیک فقط نه

هاي  هاي فلزي در حال حاضر تمرکز فعالیت فلزات سنگین و فوم

موسسه بر  150حدود . تحقیقاتی و توسعه بسیار فعال هستند

ها  کنند که بیشتر آن هاي فلزي در سراسر جهان کار می روي فوم

ها در  شرکتاین ها تمرکز دارند.  هاي آن بر روي ساخت و ویژگی

دهاي در کاربر و از آنحال توسعه و تولید این مواد هستند 

هاي زیست  صنعتی متعدد مانند ساختارهاي سبک، ایمپلنت

هاي حرارتی  پزشکی، فیلترها، الکترودها، کاتالیزورها و مبدل

 مانندبسیاري از خصوصیات فیزیکی . ]2[ کنند استفاده می

و  منافذو غیره به ساختار  چگالی ،رسانایی گرمایی، استحکام

ویژه  ، بهمنافذمیزان تخلخل یک جسم بستگی دارد. کنترل دقیق 

، غشاءها، مواد ها زیدر کاربردهاي صنعتی، مثلاً در طراحی کاتال

 ؛رداهمیت زیادي دا مواد ساختمانیو ها  جاذب صنعتی، سرامیک

پذیري  ، تخلخل یکی از عواملی است که در واکنشهمچنین

گازها و  هاي فیزیکی جامدات با مایعات کنش شیمیایی و برهم

  د.گذار تأثیر می

هاي مواد متخلخل سبک بودن وزن  یکی دیگر از خاصیت

هاي فلزي در  بر استفاده از فومها است. کاردوسو و اولیویرا  آن

سازي و  از طریق مدل ،وزن کاهش به دلیلطراحی خودرو 

براي تحلیل ساختاري، از داشتند و  تأکید سازي کامپیوتري شبیه

 وندرا ی وعیرب. ]3[کردند ستفاده اباکوس ا لمان محدوداافزار  نرم

 کردندرا مقایسه هاي فلزي  خواص فوم فلزي مرکب و دیگر فوم

فلزي  هاي فوم حوريم تک سازي رفتار فشرده. لیم و همکاران ]4[

ر بررسی قراد طور تجربی مور بهرا هاي فلزي حجیم  توخالی و فوم

 سازي مدل و مواد خواص تولید، ساختاري، ي. کاربردها]5[ دادند

تا نقش صورت پیشرفته بررسی شده است  فومی فولادي به مواد

هاي فلزي  پذیر بودن فوم امکانو  نشان دهندمواد را  چگالی یاصل

د مشخص شوساختاري  یابراي استفاده در کاربردهاي داخلی 

کاري  تولید تجاري لحیماستفاده از تکنیک با و همکاران  راج .]6[

 زنگ هاي فوم فولادي ضد دو ورق به یک هسته فوم، پانل

با هاي لازم، نتایج را  و پس از انجام تستساخته را  مستطیلی

هاي تغییر  فومو  پلیمريهاي فلزي و  فوماز  منتشرشدههاي  داده

 . بانهارت]7[ دندکرسلول باز مقایسه  يپیشنهاد یافتهشکل 

هاي فلزي و دیگر ساختارهاي  احتمالات مربوط به ساخت فوم

  .]8[ بررسی قرارداد موردرا فلزي متخلخل 
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 آلومینیوم سازي دینامیکی و شبه استاتیک فشرده خواص

 مختلف منافذ اندازه چهار و ثابت تقریباً نسبی چگالی با متخلخل

نرخ  با که شد طبق نتایج مشخص و گرفت قرار بررسی مورد

 و استاتیک شبه سازي فشرده خصوصیات تمام یکسان، کرنش

نتایج . ]9[ هستند منافذ اندازه از مستقل اساساً دینامیک

دهد که تأثیر اندازه  ان مینشتحقیقات کی.ال.ال و همکارانش 

  هاي ارتعاشی زمانی قابل روي خمش، کمانش و مشخصهمنافذ 

به پارامتر مقیاس طول  1گردهازیر توجه است که نسبت ضخامت

  .]10[ باشد 10تر از  مواد کم

سازي ریاضی یک  والچاك مدل زبیگنیو بلاندزي و-مگنوکااوا 

را بررسی  اي سه لایه با خواص مکانیکی متغیر صفحه دایره

گاه ساده تحت فشار قرار  کردند. در این تحقیق، صفحه با تکیه

هاي  تغییر شکل 2گالرکین-گرفته و با استفاده از روش بوبنوف

شی محاسبه شده است هاي بر هاي نرمال و تنش ماکزیمم، تنش

بعدي براي یک  حل الاستیسیته سه راهکاشتالیان و ماریا . ]11[

 صفحه از جنس مواد هدفمند که تحت بارگذاري عرضی قرار دارد

مدول یانگ صفحه ها با در نظر گرفتن . آن]12[اند  را توسعه داده

، ضریب پواسون ثابت وضخامت در راستاي صورت نمایی  به

ناهمگنی،  به وابستگی میدان تنش و جابجایی در صفحه نسبت

  را محاسبه نمودند.هندسه و بارگذاري 

 بناتا و همکاران خمش غیرخطی صفحات مدرج تابعی تحت

متغیر بررسی  ةشد ار صفحه اصلاحچه ۀفشار را با استفاده از نظری 

 FGها معادلات اساسی صفحات مربعی ضخیم . آن]13[کردند 

بدست  3کارمن- براي انحرافات بزرگ با استفاده از تئوري ون

خواص ماده در طول آوردند. ونگ یان و همکاران با توجه به 

 ایزوتوپاي  خمش متقارن محوري صفحات دایره ،ضخامت صفحه

از را با استفاده  دلخواهعرضی  گذاريجانبی و هدفمند تحت بار

مگنوکی و همکاران  .]14[ دکردنروش جابجایی مستقیم بررسی 

شده از مواد متخلخل را موضوع کار  یک صفحه مستطیلی ساخته

ها  . خصوصیات مکانیکی صفحه مورد نظر آن]15[خود قرار دادند 

 از استفاده کند. با طور مدام با توجه به ضخامت صفحه تغییر می به

 تعادل معادله پنج مجموعه پتانسیل کل، انرژي بودن ثابت اصل

آمده است.  دست ورق به صفحه درون و عرضی بارگذاري براي

ار گاه ساده، خمش صفحه تحت فش باوجود شرایط مرزي تکیه

عرضی و بار بحرانی درون صفحه تحت فشار محوري بررسی شده 

اثر هر دو مورد بر پارامترهاي حل  شده در مطالعه انجام. است

                                                           
1 Microlates 
2 Bubnov-Galerkin 
3 Von–Karman 

 مورد طول به ضخامت نسبت یا تخلخل مانند ضریب

  قرار گرفته است. لیوتحل هیتجز

 سال در برایان توسط صفحات کمانش نظري بررسی اولین

 . از]16[ انجام شد یکنواخت فشار تحت ساده صفحه براي 1891

 طیف تحت صفحات محلی ناپایداري زیادي محققان زمان آن

 را بررسی مختلف هاي شرایط مرزي ها و بارگذاري از اي گسترده

 مدور، صفحه یک کمانش لیوتحل هیتجزجباري و همکاران کردند. 

. ]17[ ندداد ارائه را متخلخل مواد از شده ساخته محکم و جامد

 صفحه را شرایط مرزي را متغیر و ضخامت در صفحه خواصها آن

 نتایج تند.گیردار در نظر گرف و ساده گاه تکیه صورت به

 /متخلخل و دایروي، همگن متخلخل صفحات براي آمده دست به

ویسواناتان و  گردیده است. متقارن مقایسه غیرخطی و توزیع

هاي  توسط لایه شده تیتقومقاطع تحلیل کمانش  همکاران

با استفاده از روش . ]18[را مورد تحلیل قرار دادند  یتیکامپوز

 که ضعیف اعضاي تواندر این مقاله می سازي بهینه لیوتحل هیتجز

کرد.  تقویت و را شناسایی شوند می تر دچار کمانش سریع

مستطیلی هاي  ورقهالاستیک کمانش  بیکاکیس و همکاران پاسخ

مختلف در  گاه تکیهسه نوع ا توجه به بزي را فلکامپوزیتی با الیاف 

و از روش اجزاي  قرار دادند بررسی موردي برشی ها معرض تنش

 گفتار خوش. ]19[ کردند محدود و آنالیز کمانش ویژه استفاده

کرده  بررسی ستفاده از تئوري مرتبه دومرا با ا تابعی مدرج ورق

 در سازي المان محدود و شبیه حل از منظور این براي. ]20[ است

 مختلف پارامترهاي تأثیر واست شده  استفاده آباکوس افزار نرم

 نیز تابعی مدرج مدل در و توان مختلف ابعادي هاي نسبت نظیر

و  لطیفی. آمده است به دست کمانش در بحرانی بار میزان بر

ط مرزي در حالتی همکاران با حل معادلات کمانش و اعمال شرای

اي از فنرهاي پیچشی و کششی  هاي ورق تحت مجموعه که لبه

اند، بار بحرانی در شرایط مرزي مختلف و همچنین  قرار گرفته

تغییرات بار بحرانی بر اساس نسبت ابعادي ورق، تغییرات توان 

دو راستاي ورق را مورد بررسی  و نسبت بارگذاري در FGMمدل 

کمانش و خمش یک صفحه  بلاندزي- مگنوسکا. ]21[ قرار دادند

یکنواخت شعاعی  دگیگاه ساده تحت فشر متخلخل مدور با تکیه

آمده را   دست را محاسبه و نتایج به )يو بار توزیع یکنواخت (فشار

کامران فرد و  .]22[با نتایج صفحات مدور همگن مقایسه کردند 

 حلقوي قطاعی هاي ورق کمانش براي تحلیلی لح همکاران یک

 ورق، مرزي شرایط و تعادل معادلات اند. ابتدا ارائه داده متخلخل

 اصل از استفاده با و ورق اول مرتبه برشی تئوري فرضیات طبق

 با معادلات، حل از پس .اندآمده دست به پتانسیل انرژي حداقل

 و شعاعی هايلبه در ساده گاه هیتک مرزي شرایط گرفتن نظر در
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 کمانش بحرانی بار محیطی هايلبه در دلخواه مرزي شرایط

 نظیر هندسی مختلف پارامترهاي ریتأث هاآن. است شده محاسبه

 میزان ریتأث همچنین ورق، داخلی شعاع و ضخامت قطاع، زاویه

 مرزي شرایط ازاي به آن کمانش بحرانی بار بر ورق تخلخل

 نتایج. دادند قرار بررسی مورد را محیطی هايلبه روي دلخواه

 موجود تخلخل میزان افزایش اثر که دهدمی نشان شده حاصل

 اثر از کمتر مراتب به کمانش، بحرانی بار کاهش در ،ورق در

  .]23[ است مرزي شرایط و هندسی پارامترهاي

اثرات ضریب تخلخل و نسبت لاغري بر چِن و همکاران 

استفاده از  را بامتخلخل ي کمانش و خواص خمشی تیرها

. ]24[در شرایط مرزي مختلف بررسی کردند  1انسیس افزار نرم

دهد با افزایش ضریب تخلخل و  نشان می ها مطالعات پارامتري آن

در تیرها خمش میزان کمانش و اندازه  تیر، یا نسبت باریکی

 یک ایستایی خمش و آزاد . اکبس سرف ارتعاشیابد افزایش می

ساده در چهار  گاه هیتکو شرایط مرزي ) FG(مدرج تابعی  ورق

با  ورق خواص. ]25[ را بررسی کرده است تخلخل وجود طرف با

 از استفاده با ورق بر حاکم معادلات و موقعیت متغیر توجه به

. آمده است به دست برشی شکل تغییر و تئوري همیلتون اصل

 را شکل مستطیل ورق بر حاکم کریمی دارانی و قاسمی معادلات

 نظریه از استفاده با ضخامت در راستاي مواد سختی تغییرات با

مهبد و  .]26[اند  داده ارائه) HSDT( بالا مرتبه برشی شکل تغییر

 شده بندي درجه متخلخل زیستی مواد مکانیکی خواص عسگري

عددي را  و تحلیلی حل راه از استفاده با استخوان جایگزینی براي

 هندسی هاي ویژگی تغییرات ها تأثیر. آن]27[اند  بررسی کرده

 دادند. این قرار مطالعه مورد سازه را مکانیکی خواص بر المان

 با و داشته سازه مکانیکی خواص بر یتوجه قابل تأثیر تغییرات

 توزیع و کارایی توان می هندسی هاي ویژگی درست تعریف

  .دآور دست به نظر مورد کاربردهاي براي را مواد خواص مناسب

بندي  هاي حل و فرمولهاي اخیر نیز توسعه روشدر سال

ها انجام شده است.  هاي مختلف بیشتر بر روي کامپوزیتحالت

بندي المان محدود براي ارتعاشات و کمانش  توسعه فرمول

با الیاف فلزي توسط موداپا و همکاران  شده تیتقوکامپوزیت 

هاي  ورق يانجام شده است. همچنین همین تحلیل برا] 28[

هاي کربنی و تحت بار ترمومکانیکی توسط  شده با نانولوله تقویت

. کمانش ورق کامپوزیتی ]29[چشمه و همکاران ارائه شده است 

نامتقارن توسط شریبر و همکاران مورد مطالعه قرار گرفته است 

هاي نوین با هدف کاهش حجم محاسبات و  توسعه روش ].30[

هاي اخیر بوده است.  حققان در سالمافزایش دقت یکی از اهداف 

                                                           
1 ANSYS 

فتن روابط ارائه تئوري زیگزاگ به همراه در نظر گر مثال عنوان به

  ].32و  31[توان نام برد  ها را می براي کامپوزیت یرخطیغ

توزیع  دو نوع با را تابعییک ورق متخلخل در مقاله حاضر 

ضریب و اثرات  در نظر گرفته در جهت ضخامت شخصتخلخل م

و نسبت طول به ضخامت ورق بر کمانش الاستیک و تخلخل 

خمش استاتیکی بررسی شده است. محاسبات این ورق متخلخلِ 

افزار  ساده در چهارطرف به کمک نرم گاه تکیهبارگذاري شده با 

بر اساس تئوري است. معادلات حاکم بر ورق  شدهانجام  2متمتیکا

ز اصل به دست آمده و سپس با استفاده اتغییر شکل برشی 

استاتیکی ورق محاسبه همیلتون و روش ریتز، کمانش و خمش 

تأثیر قابل  ورق ساختاري عملکرد بر تخلخل توزیع گردیده است.

 و کمانش مقاومت براي دستیابی به ها تخلخل طراحی در توجهی

 يساز مدلاین تحقیق براي نتایج دارد.  خمشی رفتار

واند مورد استفاده قرار تبا زمان نیز می ریپذ هیتجزهاي  ایمپلنت

  گیرد.

  

  ورق متخلخل تابعی -2

دو  با hو ضخامت  b، عرض aبا طول  تابعییک ورق متخلخل 

در نظر گرفته شده در جهت ضخامت  متفاوتتوزیع تخلخل  نوع

. این ورق در یک سیستم مختصات مستطیل شکل با محور است

z محور ، در جهت ضخامتx  در جهت طول و محورy  در جهت

. هر دو توزیع تخلخل داراي حداکثر و حداقل باشدمیعرض 

تخلخل مقادیر مدول الاستیک و چگالی جرمی هستند. در توزیع 

ورق که حداقل مقادیر در خط میانی  الف))( 1 (شکل نوع اول،

را دارا هستند، تراکم بیشترین اندازه و  ترین بزرگ منافذ داخلی

 ورق است یو پایین ییدر سطوح بالاحداکثر مقادیر  و وجود دارد

شده از مواد خالص  همگن ساخته هاي ورقکه برابر با مقادیر 

 ب))( 1(شکل  نوع دوم،تخلخل که در توزیع  درحالی ؛است

هاي الاستیسیته و چگالی جرم حداکثر در سطح بالا و  مدول

با توجه به توزیع تخلخل . حداقل مقادیر در سطح پایین هستند

چگالی جرمی  ρمدول برشی و  Gمدول یانگ،  Eت، غیریکنواخ

معادلات صورت  بهتوزیع متقارن) ( براي توزیع تخلخل نوع اول

صورت  بهتوزیع نامتقارن) ( ) و براي توزیع تخلخل نوع دوم1(

  ست.شده ا تعریف) 2معادلات (
  

)1(  
1 0

1 0

1

( ) [1 cos( )]

( ) [1 cos( )]

( ) [1 cos( )]m

E z E e

G z G e

z e
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� )،2) و (1ت (در معادلا =
�

�
تخلخل ضریب و است 

0 0
0

1 1

1 1
E G

e
E G

     که
00 1e   به  1 و 0است و پسوندهاي

از نظر  دهند. را نشان می بیشترین مقادیرو  کمترینترتیب 

ر مدول یانگ در سطح بالا و پایین ورق  ��فیزیکی مقدا

),
2 2

h h
z z  ر توزیع تخلخل نوع اول و در توزیع تخلخل ) د

نوع دوم مدول یانگ سطح بالایی ورق (
2

h
z  را نشان (

 معادله، رابطه بین مدول یانگ و مدول برشی )3(معادله دهد.  می

بین )، رابطه 5( معادلهو  جرمی ضریب تخلخل براي چگالی  )4(

فلزي سلول باز را نشان راي فوم مدول یانگ و چگالی جرمی ب

  .]24[دهد  می

)3(  ( 0,1)
2(1 )

i
i

E
G i
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  معادلات حاکم - 3

تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول براي میدان جابجایی در این 

شود که  پژوهش در نظر گرفته شده است. در این تئوري فرض می

ییر شکل دیگر بر سطح صفحات عمود بر سطح میانی، بعد از تغ

) 6(معادلات  صورت به ییجابجا ماند. میدان میانی عمود باقی نمی

شود. این  استفاده می عرضی ورق برشی کرنش اثر براي محاسبه

  .شود در نظر گرفته می ثابت ضخامت جهت کرنش در

)6(  
0

0

0

( , , , ) ( , , ) ( , , t)

v( , , , ) ( , , ) ( , , t)

w( , , , ) ( , , )

x

y

u x y z t u x y t z x y

x y z t v x y t z x y

x y z t w x y t





 

 



 

0u ،0v  0وw و همچنینورق  یی صفحه میانیجابجا 
x و

y  معادلات د.نکن را مشخص مینسبت به صفحه میانی چرخش 

کند. در این  جابجایی خطی ورق را تعریف می-)، روابط کرنش7(

و کرنش zzو xx،yyمعادلات،  yzو xy،xzهاي نرمال 

  باشند. هاي برشی می کرنش

)7(  
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0

0
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کند. در  یف میکرنش ورق را تعر- ) روابط تنش8( معادلات

(ضریب پواسون) است و  (مدول یانگ) و  Eتابعی از  Qنجایا

  شود. زیر تعریف می صورت به

)8(  

11

11

11

55 55 55

11 552

( )

( )

( )

; ;

( ) ( )
( ) ; ( )

2(1 )1

xx xx yy

yy yy xx

zz xx yy

xy xy xz xz yz yz

Q

Q

Q

Q Q Q

E z E z
Q z Q z

  

  

  

     



 

 

 

     

 


 

ی ورق در معادله انرژي کرنش) 8(- )6( معادلاتبا جایگذاري 

) به دست 9رابطه ( از U انرژي کرنشیمتخلخل، رابطه کلی 

  آید. می

  
 (الف)

  
  (ب)

Fig. 1 Two patterns porosity distribution, a) symmetric porosity 
distribution and b) asymmetric porosity distribution 

، الف) توزیع تخلخل متقارن و ب) توزیع دو الگوي توزیع تخلخل ورق 1شکل 

  تخلخل نامتقارن
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y
dzdxdy

 

کار انجام شده در ورق تحت نیروي فشاري و در صفحه 

  شود.) محاسبه می10( معادلهتوسط 

)10(  

2

0

0 0

0 0

1
( ) dy
2

b a

x

w
V N Qw dx

x


 



   
       

   

بار  Qورق و  طول نیرو در راستاي 0XNدر معادله فوق 

 صفحه بالایی ورق برشده عرضی  توزیع / 2z h را نشان  

 متخلخل بر اساس کل ورقطبق اصل همیلتون انرژي  دهد. می

 معادله صورت بهآید و  می به دستاختلاف انرژي کرنشی و کار 

  .شود ) بیان می11(

)11(  U V    

از  )12، مطابق معادلات (هت به دست آوردن جابجایی ورقج

 گاه توابع مثلثاتی که شرایط مرزي ورق با تکیه شکل به یتوابع

  .شده استکند، استفاده  ساده در چهار طرف را ارضا می

)12(  
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N وM  دهند  را نشان می مثلثاتیهاي  اي جملهچندتعداد

آید  دست می ها مودهاي مختلف کمانش به که با تغییر تعداد آن

' ضرایبو  jD و, , ,j j j jA B C D با هستند مقادیر مجهول .

از انرژي کل  ضرایباین توجه به اصل ریتز جهت به دست آوردن 

نسبت به هرکدام از ضرایب مشتق گرفته  )13(معادلات  مطابق با

  .داده شده استو برابر با صفر قرار 

)13(  0, 0, 0, 0, 0
'

j j j j j
A B C D D

    
    

    
 

به ) یک دستگاه معادلات جبري 13با توجه به معادلات (

 به دستآید که با حل این دستگاه ضرایب مجهول  می دست

دترمینان ماتریس  ،ضرایب مجهول آیند. پس از محاسبه می

 بحرانی نیرويمقدار ایب ورق را برابر با صفر قرار داده و ضر

براي محاسبه اندازه انحراف و خمش  .آید می به دستکمانش 

) را صفر در نظر گرفته و پس از 10( در معادله 0XNورق مقدار 

و تشکیل دستگاه معادلات و حل آن، مقدار جابجایی  يریگ مشتق

ر نهایت مقدار خمش ورق متخلخل نیز محاسبه عرضی ورق و د

 بعد شده کمانش از تقسیم نیروي شود. مقدار بار بحرانی بی می

 مواد از شده ساخته همگن ورق سختی ماتریس اجزاي بر محوري

خواص فوم فولادي  آید. می دست ) به14خالص طبق معادله (

  .آورده شده است 1جدول استفاده شده در این پژوهش در 

)14(  

2
0 0

1 1
2

(1 )

1

X X
cr
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  ]24مشخصات ورق متخلخل تابعی [ 1جدول 

Table 1 Characteristics of functional porous sheet [24] 
 

  ρ  7850 kg/m3یچگال

 E 200 GPaمدول یانگ اولیه 

 0.333  ضریب پواسون

  Q  10000 N/m2 نیروي توزیعی وارده

  

  نتایج و بحث - 4

افزار  ها و انجام کد نویسی در نرم لات در فرمولبا جایگذاري معاد

مقدار نیرو و بار  ،مثلثاتی به کمک توابع محاسباتی متمتیکا

 تغییر با. متخلخل مدرج تابعی محاسبه شده است بحرانی ورق

آید.  می به دستمودهاي مختلف کمانش  ها، اي چندجمله تعداد

ترین  وچکک( اساس مود اول کمانش در این مقاله محاسبات بر

1Nیعنی  Mو Nمقدار M طرف چهار مرزي ) با شرایط 

شده بعد بی بحرانی مقدار بار و صورت گرفته است گاه ساده تکیه

crP  به توجه با جابجایی ورق تحت خمش بیشترینو میزان 

  ضخامت به هاي مختلف طول نسبت و تخلخل ضریب تغییرات

  محاسبه شده است.

یک ورق بدون تخلخل و  درواقعورق با ضریب تخلخل صفر 

توان نتایج توزیع همگن خواص خواهد بود. لذا در این حالت می

دیگران مقایسه نمود. در  يها پژوهشحاصل از این پژوهش را با 

حلیل با دو مرجع دیگر مقایسه نتایج حاصل از این ت 2جدول 
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یکسان بار بحرانی در سه روش  باًیتقرشده است. مقدار 

  باشد.در این تحلیل می آمده دست بهصحت نتایج  دهنده نشان

  

  (a/h=20) شده با پژوهش دیگران بعد یبمقایسه بار بحرانی  2جدول 

Table 2 Comparison of dimensionless critical load with others' 
research (a/h=20) 

 

Pcr تئوري  

  حل حاضر 0,0058

 ]33[مرجع  0,0057

 ]34[مرجع  0,0057

  

در دو  شده يبند درجهنمودار ورق متخلخل تابعی  2شکل 

حالت توزیع تخلخل متقارن و توزیع تخلخل نامتقارن، با توجه به 

و تغییرات ضریب تخلخل را   تغییرات نسبت طول به ضخامت

و افزایش نسبت طول به  تخلخل ضریب د. افزایشده نشان می

هرچه شود.  می کمانش بحرانی بار کاهش به ضخامت ورق منجر

نسبت طول به ضخامت در ورق متخلخل کمتر باشد (با توجه به 

رنگ)، افزایش ضریب تخلخل اثر بیشتري روي بار  نمودار آبی

ل به هایی با نسبت طو بحرانی دارد. این ورق در مقایسه با ورق

تأثیر بیشتري روي  ،تر، تغییرات ضریب تخلخل ضخامت بزرگ

که در  مقاومت آن در برابر بار بحرانی کمانش دارد. درحالی

ترین  تر تفاوت زیادي بین بار بحرانی بزرگ هاي بزرگ نسبت

ترین ضریب تخلخل دیده  ضریب تخلخل و بار بحرانی کوچک

ل متقارن نسبت به همچنین در این نمودار توزیع تخلخ ؛شود نمی

تري برخوردار  توزیع تخلخل نامتقارن از مقاومت کمانشی بزرگ

تر، کمتر  هاي بزرگ است. این مقاومت در نسبت طول به ضخامت

 سختی کاهش باعث داخلی منافذ بنابراین دهد. خود را نشان می

و افزایش نسبت طول به ضخامت باعث کاهش  ها ورقمؤثر 

  .شوند میها  مقاومت کمانش در ورق

طول به  نسبت و تخلخل ضریب نمودار اثرات 3  شکل

 تحت متخلخل هاي ورق بعد بر بیشترین انحراف بدون ضخامت را

 در دو حالت توزیع متقارن و نامتقارن نشان Qبار یکنواخت

بعد از تقسیم مقدار جابجایی عرضی بر  انحراف بی. دهد یم

دهد  طور که نمودار نشان می آید. همان می دست ضخامت ورق به

یابد و مقدار  افزایش می ،مقدار جابجایی ورق با افزایش تخلخل

انحراف در الگوي توزیع تخلخل نامتقارن نسبت به حالت متقارن 

هاي  بیشتر است. نوع توزیع تخلخل در نسبت طول به ضخامت

تر، هر هاي بالا کمتر اثر کمی دارد. براي نسبت طول به ضخامت

مقدار اختلاف بین دو حالت  ،چه میزان تخلخل افزایش یابد

توزیع متقارن و نامتقارن بیشتر شده است. توزیع تخلخل متقارن 

نسبت به توزیع نامتقارن در برابر خمش مقاومت بیشتري نشان 

همچنین اختلاف بین بیشترین و کمترین انحراف در  ؛دهد می

مقایسه با نسبت طول به  هاي طول به ضخامت کمتر در نسبت

توان  ، کمتر است. با توجه به این دو نمودار میتر بزرگضخامت 

نتیجه گرفت توزیع تخلخل متقارن نسبت به توزیع تخلخل 

تري  نامتقارن از مقاومت خمشی بیشتر و ظرفیت کمانش بزرگ

برخوردار است و هرچه ضخامت ورق کمتر و داراي تخلخل بیشتر 

تر برخورد  باشد در اثر اعمال نیرو ضعیف در قسمت میانی خود

  خواهد کرد.

  

  
Fig. 2 Effects of porosity coefficient and length-to-thickness ratio on the 
dimensionless critical buckling load of functionally graded porous plate 

 بحرانی ارب بر ضخامت به طول نسبت و تخلخل ضریب اثرات نمودار 2 شکل

  شده بندي درجه تابعی متخلخل هاي ورق بعد بدون کمانش

  

  
Fig. 3 Effect of porosity coefficient and length-to-thickness ratio on 
maximum dimensionless deflection of sheet under uniformly distributed 
load 

 حداکثر بر متضخا به طول نسبت و تخلخل ضریب تأثیر نمودار 3 شکل

  یکنواخت توزیع بار تحت ورق بعد بدون انحراف
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توان نتیجه گرفت توزیع تخلخل  با توجه به این دو نمودار می

متقارن نسبت به توزیع تخلخل نامتقارن از مقاومت خمشی 

تري برخوردار است و هرچه  بیشتر و ظرفیت کمانش بزرگ

انی خود ضخامت ورق کمتر و داراي تخلخل بیشتر در قسمت می

برابر اعمال نیرو مقاومت و پایداري کمتري خواهد باشد در 

  .داشت

 تخلخل توزیع الگوي با متخلخل، ورق استاتیکی خمش

 آباکوس افزار نرم در یکنواخت توزیعی نیروي تأثیر تحت متقارن

 اعمال اول نوع تخلخل سازي، مدل این در. است شده سازي شبیه

. است شده برده کار به یومت نسابروتی آن، تعریف براي و شده

 فولاد جنس از هایی المان گرفتن نظر در با نیز ورق بندي المان

 نسبت و 0,5 تخلخل ضریب ،)1 جدول در شده ذکر خواص با(

 جابجایی محاسبه با سپس. است انجام شده 50 ضخامت به طول

 ها المان تعداد انتخاب در دقت از مش همگرایی مطالعه و ها المان

 ورق جابجایی بیشترین. است شده حاصل اطمینان مسئله لح در

 بار اعمال شرایط در و مسئله سنجی اعتبار مقیاس عنوان به

این نتایج  .است شده داده نشان 3جدول  در یکنواخت، توزیعی

 7 حدود نتایج بین اختلاف اند. شده بعد یبنسبت به ضخامت 

 ،لمان و اندازه آنکه این اختلاف با توجه به نوع ا باشدمی درصد

  .اختلاف قابل قبولی است

  

  بعد شده بیانحراف مقایسه نتایج مقدار ماکزیمم  3جدول 

Table 3 Comparison of the results of the maximum value of 
dimensionless deviation 

 

  0,00231942  تحلیلی نتیجه حاصل از محاسبات

 0,00213842 سآباکو توسط عددي نتیجه حاصل از محاسبات

  

طور که در مقدمه نیز به آن اشاره شد، یکی از  همان

ایمپلنت  عنوان بهها هاي متخلخل استفاده از آن کاربردهاي ورق

هاي زنده  در بدن است. تخلخل موجود در ورق امکان رشد بافت

را فراهم کرده و از طرفی تخلخل تابعی استحکام لازم با توجه به 

 افزایش با اگرچه. )4 شکل(آورد  می ه وجودبشرایط بارگذاري را 

 و کمانشی مقاومت ،ضخامت به طول نسبت و تخلخل ضریب

تخلخل براي احیاي  توزیع نحوه اما یابد می کاهش خمش ظرفیت

 پژوهش این انجام با .کند می ایفا را مهمی نقش هاي زنده بافت

 نسبت با هایی ورق از توان نمی که هایی قسمت درمشخص شد که 

 تخلخل نوع از است بهتر کرد، استفاده بزرگ ضخامت به طول

 نوع این زیرا ؛کرد استفاده ورق در متقارن تخلخل همان یا اول

 بحرانی بار تحمل ظرفیت و بیشتر خمشی مقاومت تخلخل توزیع

 در همچنین ؛دارد کمتر ضخامت به طول نسبت در بیشتري

 مانند است، ورق مرکز در بیشتر تخلخل به نیاز که هایی قسمت

 از استفاده ها، احیاي بافت و هم به استخوان دو مجدد اتصال

 سطحی هاي قسمت در. تر است کاربردي اول نوع تخلخل توزیع

 عمل بهتر دوم تخلخل نوع استخوان، خوردگی ترك مانند نیز،

 فضاي واست  بیشتر تخلخل ورق پایین سطح در زیرا ؛کند می

 از استفاده با نتیجه در. کند می همبافت فرا رشد براي را کافی

 مورد طراحی توان می مدنظر شرایط گرفتن نظر در و نمودارها

  .برآورده کرد را نیاز

  

  
Fig. 4 Bone plates mounted on the hand bone [35] 

  ]35[ شده روي استخوان دست صفحات استخوانی نصب 4شکل 

  

  گیري نتیجه -5

 متخلخل هاي رقو استاتیک خمش و الاستیک کمانش

 دو توزیع گاه ساده و شرایط مرزي تکیه با شده تابعی بندي درجه

گرفت. روابط حاکم بر ورق بر  قرار بررسی متفاوت مورد تخلخل

 براي ریتز روش از. آمد به دستاساس تئوري تغییر شکل برشی 

 استفاده خمشی ورقانحراف  کمانش و بحرانی بار آوردنبه دست 

 نسبت طول به و تخلخل ضریب تأثیر مورد رد عددي نتایجشد. 

: دهد یم نشان انحراف حداکثر کمانش و بحرانی بار ضخامت بر

 به طول به ضخامت منجر نسبت و تخلخل ضریب فزایشا -1

 - 2. شود یم تابعی متخلخل هاي ورق کمانش بحرانی بار کاهش

 تخلخل ضریب افزایش با متخلخل هاي ورق براي انحراف حداکثر

با کاهش ضریب  .یابد یم ت طول به ضخامت افزایشنسب و

شود و مقدار بار بحرانی  تخلخل، تراکم تخلخل در ورق کاسته می

تواند مقدار بار بیشتري را تحمل  درنتیجه ورق می ؛یابد افزایش می

 و کمانش در توجهی قابل تأثیر تخلخل الگوي توزیع - 3کند. 

 نامتقارن، توزیع يالگو با مقایسه در. دارد ورق خمشی رفتار

 را بهتري خمشی مقاومت و بهتر کمانش ظرفیت متقارن توزیع

 ، نحوةها ورق تر بزرگدر نسبت طول به ضخامت  .دهد می ارائه

در برابر رفتار خمشی و مقاومت  يتر مهمتوزیع تخلخل نقش 

در نهایت با توجه به اهداف و کاربرد ورق  ؛کند کمانشی ایفا می

  نوع تخلخل مناسب را استفاده کرد. توان مورد نظر، می
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