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گرافن تحت عبور جرم متحرك، پرداخته شده  یهلا تک يها ورق نانو  ينقطه مرکز ییجابه جا یزمان یخچۀ، به مطالعه تارتحقیق یندر ا 

معادلات حاکم، با روش  یتاستفاده شده و در نها یسیتهالاست یرمحلیغ يگرافن، از تئورورق  يعبور نانوذره بر رو یلاست. جهت تحل

 ينقطه مرکز ییجا جابه یتاریخچه زمان ی،مولکول ینامیکد سازي یهبا استفاده از شب ینهمچن .اند استخراج شده ویژه،بسط عملکرد 

در  )یغهمختلف (همچون مکعب مربع، کره و ت يها با هندسهي ذره فلز عبور نانویه تحت شرایط مرزي مختلف و لا گرافن تک يها ورق

و نتایج حاصل شده  یبررس می باشند، مؤثررفتار گرافن  ییرکه در تغ که از جمله پارامترهایی هستندها  ورق یناي  یانهطول و از م يراستا

 یکدینام سازي یهنتایج حاصل از شب ین،افزون بر ا. مربوطه مقایسه گردیده است دینامیک مولکولی يها از محاسبات تئوري با شبیه سازي

ضریب غیرمحلی براي مربوط به آن، مقایسه شده و یک  یرمحلیغ یسیتهالاست يحاصل از تئور یجگرافن با نتا یهلا یکورق  يمولکولی برا

 یرا جهت اعتبار سنج یشتريب یناناطم سازي یهمربوطه و شب ينتایج حاصل از تئوري  یسهمقا نتیجهدرمدل موردنظر پیشنهاد شده است. 
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 In this article, the study of the time history of the displacement of the central point of single-layer graphene 
nanosheets under the passage of moving mass has been studied. In order to analyze the passage of the 
nanoparticle on the graphene sheet, the non-local theory of elasticity was used and finally the governing 
equations were extracted by the special function expansion method. Also, by using molecular dynamics 
simulation, the time history of the displacement of the central point of single-layer graphene sheets under 
different boundary conditions and the passage of metal nanoparticles with different geometries (such as square 
cubes, spheres and blades) along the length and through the middle of these sheets, including There are 
parameters that are effective in changing the behavior of graphene, and the results of theoretical calculations 
have been compared with the relevant molecular dynamics simulations. In addition, the results of the 
molecular dynamics simulation for a single-layer graphene sheet have been compared with the results of the 
corresponding non-local elasticity theory, and a non-local coefficient has been proposed for the model. As a 
result, the comparison of the results obtained from the relevant theory and simulation will provide more 
confidence to validate the response of the graphene sheet. 
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  مقدمه - 1

که از مهم  یهگرافن چند لا يها و ورق یهصفحات گرافن تک لا

استفاده در  يبرا ییبالا یلانواع نانوساختارها هستند، پتانس ینتر

آشکارسازها، رزوناتورها،  یستورها،انند ترانزم مختلف یزاتتجه

 یکی،الکتر يها يباتر یکینانو الکترومکان يها یستمس

 هاي یدکننده، تشدها یتنانونوسانگرها، نانوکامپوز ها،نانوسنسور

  .]2، 1[ دارندو ...  ها یزوالکتریکپ یکی،الکترومکان

ي یک سازه بر رو 1شکل جرم مطابق  یاهر گونه بار  قرارگیري

(ورق)، به صورت استاتیکی یا دینامیکی به ترتیب موجب 

. از آن جهت که شود یدر سازه م ینامیکیو د یکیاستات تغییرات
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بر  یکینسبت به عوامل استات یدتريشد یراتتأث ینامیکیعوامل د

و  یارتعاش يها پاسخ یراً بررسیاخ گذارند، یم یها باق سازه يرو

مورد توجه قرار  یارها بس سازه یندر ا یعرض يها ییجا جابه

  گرفته است. 

عبور بار ي  ینهدر زم اي گسترده یقاتتحق یراخ هاي در سال     

و  یتیکامپوز يها ورق يبر رو یکرومترم یاسمتحرك در مق

 یج]؛ و نتا3انجام گرفته است [ یو تجرب یلیصورت تحل به يفلز

چون  ییافزارها حاصل از نرم يعدد یجحاصل را با نتا یتجرب

 یقابل قبول نتایج به و اند نموده یسهمقا  یناو ال اس دا یسانس

  .یافته انددست 

 ینا ینامیکید یزخ یزانمختلف بر م يپارامترها یرتأث یافتن     

تحت بار  يها سازه یموجود در طراح يها از چالش یکیها،  سازه

مثل مقدار جرم متحرك  يراستا، موارد ینمتحرك است. در ا

)، مقدار ي(در روش عدد بندي ورق، نوع شبکه ياز رو يعبور

مختلف و هندسه ورق  يمرز یطجرم متحرك و شرا یاسرعت بار 

باشد.  یرگذارورق تأث ينقطه مرکز یزخ یزاندر م تواند یم

گرفته تحت جرم متحرك در نظر  یورق 1شکل  چنانچه مطابق

و ارتعاش در ورق قابل مشاهده  یزخ یلاز قب ییرفتارها شود،

  است. 

و لایه صفحات گرافن تک  ینامیکیدرك پاسخ د بنابراین،     

 رسد یبه نظر م ينانوذره متحرك ضرور یک تحت عبور یهچند لا

با اندازه نانو که  ییها دستگاه ینهبه یاز آن در طراح توان یم یراز

هستند، استفاده کرد.  ها يدر معرض انواع مختلف بارگذار

صفحات نانو  يمختلف بالقوه برا يبا توجه به کاربردها یجهدرنت

از جمله نانوحسگرها،  یکینانو الکترومکان یستممانند س

 یريو ... که مستعد قرارگ یکیالکترون يھا نانوپردازشگرها، تراشه

	انعطافي  ؛ و به واسطه]4[ بار متحرك هستندتحت عبور جرم و 

 راستاي در ھا آن ینامیکید ی پاسخبررس خود يبالا یاربس پذیري

  است.  روريض يضخامت امر

کاملاً  یکصفحات ارتوتروپ نانو يمرکز یزخ یلی،حل تحل در     

طول  يگرافن، تحت عبور جرم متحرك در راستا یهلا تک یردارگ

 ین. جهت استخراج اشود یبال مدن یلیصورت تحل ورق به

با اعمال  یسیتهالاست يبعد از معادلات سه ینامیکید يھا پاسخ

 يدوبعد یسیتهالاست تئوريدر نظر گرفتن  یتو در نها یاتیفرض

با  ییها سازه یلمناسب جهت تحل ي ايکه تئور یرمحلیغ

پرداخت. در  یمخواه باشد، یکوچک (نانوساختارها) م یاسمق

نانو، پاسخ  یاسمطلب ذکر شده، از آن جهت که در مق یلتحل

 اتمی، ینب یروهاياز خواص ماده از جمله ن یکسريورق، به 

 یاس؛ اثر مق]5[دارد یماده، بستگ بتو ثا مولکولی ینفاصله ب

 از آن جهت. کند یم یداپ یتاهم یاربس یاسمق ینکوچک در ا

عوامل را در نظر  ینا یک،کلاس یوستهپ یطمح يھا يکه تئور

طور که سان و  همان  یگر،د اي	یهبر نظر یهبا تک گیرند،	ینم

از  گیري	] نشان دادند بهره6[ یلاديم 2003ژانگ در سال 

کوچک را در  یاسکه اثرات مق یوستهپ یطمح حیاصلا يتئور

 کند، یدر ابعاد نانومتر اعمال م یقدق یپاسخی  و ارائه یلتحل

 یرمحلیغ یبیبا اعمال ضر يتئور ینااست.  یتحائز اهم یاربس

 ھا به کرنش یوستهپ یطنقطه از مح یکتنش در  کند یم یانکه ب

 یکاست یندارد، در رفع ا یبستگ یوستهپ محیط آن نقاط تمام در

  ]. 7[ ی آیدبرم

نانوذرات بر روي نانوتیرهاي ي  صیفوري و لیاقت اثر ضربه     

اویلر برنولی را به کمک تئوري الاستیسیته غیر خطی محاسبه 

  ].8[کردند 

به همراه  نفون کارم یرخطیغ یروابط هندس تحقیق یندر ا     

عوامل  یرتأث ه وبه کار گرفته شد یرمحلیکشش غ يتئور

 یرمحلیپارامتر غ یزوالکتریک،پ یهلا خامتمانند ض يمتعدد

و  یتعداد بارها، و بزرگ ی،خارج یولتاژ خط یاس،ه به مقوابست

 یجهنتو  یبررس یهچند لا هاي یهسرعت بار متحرك، بر رفتار لا

دو عامل  یشد که سرعت حرکت همراه با ولتاژ خارج یريگ

  هستند.  یرگذارثأت

 یهلا گرافن تک يها ورق يها ] فرکانس9و همکاران [ پرادان     

 یهو نظر یرمحلیغ یکصفحه کلاس يرا به کمک تئور یهلا و دو

  مرتبه اول مطالعه کردند. یبرش ییرشکلتغ

نانو پرتو  یستمس ینامیکی] انحراف د10و همکاران [ شمیها      

مدل  یک ند وکرد یلنانوذره متحرك را تحل یکچندگانه تحت 

و  ینگنار یرمحلیغ یهبر اساس نظر یرمحلیغ یوستاربر پ یمبتن

  استخراج شد.  یبرنول -یلرپرتو او یهنظر

نانوصفحات  ینامیکی] پاسخ د11و همکاران [ نامی     

 يبار متحرك بر اساس تئور یکرا تحت  یلیهمسانگرد مستط

  . ندکرد یبررس یرمحلیورق مرتبه دوم غ

  هاي یهلایرخطی غ ینامیکی] رفتار د12و همکاران [ لی     

  .ندکرد یمتحرك بررس یرا تحت بار عرض یزوالکتریکگرافن/پ

 ی] رفتار ارتعاش13ژانگ و همکاران [ 2018سال  در     

 فون کارمنرا با استفاده از مدل  یهلا گرافن دو يها ورق یرخطیغ

کوچک از  یاساثر مقبررسی  يبرا یرمحلیکشش غ يبا تئور

جفت شده  یجزئ یفرانسیلحل معادلات د يبراریتز روش  یقطر

  ند.کرد یلو تحل یهتجز

] ارتعاش 14[ 2015و همکاران در سال  يرد سیمسک،     

از  یريگ تحت عبور بار متحرك را با بهره یکروپلیتم یک ياجبار
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مطالعه  را نیوماركروش  بهکیرشهف  یرکلاسیکصفحه غ یهنظر

  . ندکرد

ورق  یک] پاسخ 15[ یزديو ا یفوريص 2018در سال      

 یکتحت ضربه  یردارکاملاً گ يمرز یطنازك را با شرا یلیمستط

 قبیل از ها خپاس ینمؤثر بر ا يپارامترها یرجرم قرار دادند و تأث

هندسه و سرعت جرم و نسبت ابعاد به ضخامت ورق را بر  یزان،م

نقطه  ییجا جابه مانز یخچهآن بر اساس تار ینامیکیپاسخ د يرو

  ورق ارائه دادند. يمرکز

ذرات  حضور نانو] تأثیر 16[ 2013لیاقت در سال  صیفوري و

تیر را به کمک مقایسه حل تحلیلی و حل عددي  بر روي نانو

لایه  بررسی کردند. در این مطالعه، اثر نانوذره بر روي ورق تک

جرم ارائه شده است. این مدل -گرافن با استفاده از مدل فنر

اي مورد دینامیکی گرافن را تحت بارگذاري ضربه ییجا جابه

 سرعت و میزان ابعاد، نسبت تأثیر سپس بررسی قرار داده است.

  .آوردند دست به ورق دینامیکی يها پاسخ بر را متحرك بار

که کسب نتایج تجربی و آزمایشگاهی بر روي  آنجااز      

 بر  نهیهزهاي با مقیاس میکرو و نانو کاري بس دشوار و  سیستم

هاي سازگار دیگرِ مختص به این است، صحت استفاده از تئوري

هاي حل از جمله روش دینامیک مولکولی،  مقیاس و سایر روش

ترین مباحث در زمینه بسیار مورد بحث بوده و یکی از جذاب

  باشد. علوم مکانیک می

هایی که در مقیاس نانو هستند حداقل از چند  سیستم بیشتر     

ها به قدري بزرگ هستند  ؛ این سیستماند شدهصد اتم تشکیل 

ي مکانیک کوانتومی ها روشرا بر اساس  اه آنتوان  که نمی

سازي دینامیک  ي از شبیهریگ بهرهسازي کرد؛ از این سو  مدل

هاي  هاي حل رفتار سیستم مولکولی که یکی از معتبرترین روش

باشد، میانبري جهت دستیابی به نتایج  مقیاس نانو می

ها با ي بین اتمها کنش برهمآزمایشگاهی است؛ که در این روش 

شوند. صورت کمی تعریف می گیري از یک میدان نیرو بههبهر

هاي  درنتیجه از این روش که جایگزین مناسبی براي روش

 سازي یهشب .]17[ آزمایشگاهی است، بهره گرفته شده است

 یاضیات،ر یهبر پا یانه ايرا سازي یهشب ی، نوعیمولکول ینامیکد

از معادلات  ريیگ انتگرال یبه عبارت یا یکو کلاس يآمار یکمکان

 ]18[ استوار است یستمتک ذرات موجود در س تک يبرا یوتنن

 یزمانی  دوره یکدر  توانند می ها ها و اتم که در آن مولکول

 را ھا از پاسخ اتم یدگاهیهمکنش کرده و د مشخص با هم بر

 یلیتابع پتانس یکبا  اتمی  ینفعل و انفعالات ب این. دهند نشان

سازه در  یزیکف یجهدر نتاست؛  یفقابل توص یستم،مناسب با س

 یلهکه به وس شود یاعمال م یستمدر س يانرژ یلقالب توابع پتانس

 یستم،س يها از اتم یکبه هر  وارد یروهاين یل،توابع پتانس ینا

ی  حرکت مجموعه ي	. سپس با محاسبه]19[ قابل محاسبه است

از خواص  یاطلاعات گوناگون یوتن،ن قوانین کمک به ،ھا اتم ینا

   ذرات قابل استخراج است. یو ماکروسکوپ یکروسکوپیم

جرم و - ] از روش فنر20و خوش گفتار [ صیفوري     

ها با  ضربه یرتأث یبررس يبرا یمولکول ینامیکد سازي یهشب

ي تک ها ورق يمختلف بر رو يها ها و سرعت ها، شکل هندسه

به دست آمده از  یجردند. نتااستفاده کلایه و چندلایه گرافن 

و  یمربع یهصفحات گرافن دو لا يبرا یمدل جرم فنر به خوب

  ، سازش را نشان داد.دینامیک مولکولی سازي یهشب با یلیمستط

 یل]، به تحل21[ 2015در سال  یو حاج عبدالله صیفوري     

با استفاده از  اي تحت بار ضربه یهلا گرافن تک یک یعرض یزخ

  پرداختند. یمولکول ینامیکد سازي یهروش المان محدود و شب

تحت  یهورق گرافن تک لا ینامیکیرفتار د یبه بررس تحقیق این

هاي دینامیک  سازي یهنانوذره متحرك بر اساس شب یک ضربه

و حداکثر مقدار انحراف  یزمان یخچهتارپردازد و  یم مولکولی

در نظر گرفته شده  یدو شاخص اصل ورق به عنوان ينقطه مرکز

همچنین روش تحلیلی شود.  یمختلف گزارش م یطو تحت شرا

به تفضیل بر اساس تئوري غیر محلی توضیح داده شده و سپس 

با نتایج تجربی و همچنین نتایج شبیه سازي دینامیک ملکولی 

بررسی رفتار دینامیکی ورق گرافن تک لایه با  مقایسه شده است.

مرزي مختلف، تحت عبور نانو ذرات متحرك  با استفاده شرایط 

از تئوري الاستیسیته غیرخطی و ارائه ضرایب غیرمحلی مناسب 

با مقایسه نتایج تحلیلی و شبیه سازي دینامیک ملکولی از موارد 

  نواوري این تحقیق می باشند.

  

  یرمحلیغ یسیتهالاست يتئور -2

 يدر راستا xمحور  گردد،	یمشاهده م 1شکل که در  طور همان

 يدر راستا zعرض و محور  يدر راستا yطول ورق و محور 

  نشان داده شده است.  hکه با نماد  باشد؛ یضخامت ورق م

  

 
Fig. 1 Cartesian coordinate system used for graphene sheet 

  ورق گرافن يمورد استفاده برا یندستگاه مختصات کارتز 1شکل 
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 يها ينکته اشاره شد که در تئور ینبه ا قبلاًکه  طور همان     

تنش در  غیرمحلی یککلاس يھا يبرخلاف تئور ی،محل یککلاس

ارائه  یهدارد، نظر ینقطه تنها به کرنش در همان نقطه بستگ یک

خلأ، که بر اساس  ین] جهت رفع ا23، 22[ ینگنشده توسط ار

]، 9[ حاصل شد یفونون شبکه اتم یپراکندگ یمشاهدات تجرب

 یدرون یاسو طول مق اتمی ینب یروهايدر مورد ن یشامل اطلاعات

 یرپارامتر تأث یکعنوان  به ساختاري معادلات در که است ھا اتم

  :شود یم یانب )1رابطه (صورت  به xي  دارد. تانسور تنش نقطه

)1(  


    ( , ) (x )dxl

ij
k x x  

(x )l
ij  نقطـه انسور تنش محلـی  ت ) x (Euclidean norm و 

( , )k x x   رنل اسـت کـه مـدول غیرمحلـی را بیـان      تابع ک

x کند و می x  باشد. فاصله می  

طبـق قـانون تعمـیم یافتـه      xي رابطه تنش و کـرنش نقطـه  

  صورت زیر است: هوك، براي یک محیط پیوسته به

)2(   

ijkl
C    تانسور مرتبه چهـارم مـدول الاستیسـیته و

kl  تانسـور

در نتیجه رفتار ساختاري غیرمحلی یـک جامـد    باشند. کرنش می

ي تانسـور تـنش محلـی و    کاملاً الاستیک، یا بـه عبـارتی رابطـه   

)غیرمحلی را با اعمال پارامتر غیرمحلـی   )  تـوان بـه فـرم     مـی

  :]24[ دیفرانسیلی زیر نوشت

)3(  21     ( ) nl

ij ijkl kl
C  

)4(  2
0(e )   

)5(  2(1 ) (x )nl l
ij ij       

  

  یرمحلیمعادلات تنش و کرنش غ - 2-1

 یک يبرا یرمحلیکرنش غ- ) رابطه تنش5استفاده از معادله ( با

  :شود ینوشته م )6رابطه (صورت   به یکورق اورتوتروپ

      

        

 

     
     
      
          

          
      
      
      
         

1 12 21 12 12 21
2

12 2 12 21 2 12 21

12

/(1 ) /(1 ) 0

/(1 ) /(1 ) 0

0 0 2

nl nl

xx xx xx
nl nl

yy yy yy

nl nl
xyxy xy

E E

E E

G

)6(  

که در آن     
1E  و

2E  مدول الاستیسیته ورق در به ترتیب

 بوده و با یکدیگر برابر هستند. yو  x راستاهاي اصلی ماده یعنی

12G ي مدول برشی ورق در صفحهxy و 
12  و

21  ضرایب

 ijklcباشند که این دو نیز با یکدیگر برابر هستند.  پواسون می

تانسور کرنش  klو یسیتهتانسور مرتبه چهارم مدول الاست

  .باشند یم

 هاي تنش معادلات حرکت بر اساس منتجه -2-2

توان فهمید که رفتار غیرمحلی از طریق  ) می3ي (از معادله

شوند. اصل کار مجازي از روابط ساختاري به مسئله وارد می

روابط ساختاري یعنی روابط تنش و کرنش مستقل است؛ 

ستخراج معادلات حرکت توان از این روش براي ا بنابراین می

  صفحات استفاده کرد.

  :]9[ شوند صورت زیر تعریف می هاي اینرسی جرم بهانمم

  

)7(  
 

هـاي تـنش در یـک المـان از صـفحه بـه       نتجهم 2ل در شک

   نمایش گذاشته شده است.

  

  
Fig. 2 Results of stress on an element 

  ي تتنش بر روي یک المانها منتجه 2شکل 

  

  جایی معادلات حرکت بر حسب جابه - 2-3

در اینجا 
3

212 1 


( )

Eh
Dدهد که  صلبیت خمشی ورق را نشان می

معادلات حرکت بـر اسـاس   در نهایت با جایگذاري روابط فوق در 

تـوان معـادلات حـاکم بـر ورق را توسـط       مـی تـنش   يها منتجه

نوشت: )8رابطه (جایی ورق به صورت  هاي جابه ترم
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هاي عرضی ورق، با فرض بر صفر بودن جایی در نهایت، جابه     
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ها و صفر قرار دادن ممان هاي تنش یا به عبارتی کششمنتجه

دوم جرم
2

m  ي حرکت براي بار یا جرم ، معادله)8(در معادله

باشد.  ورق) به فرم زیر می متحرك بر روي یک ورق نازك (نانو 

جایی وابسته به زمان  در ضمن تغییرشکل صفحه میانی با جابه

صورت به ( ) ( ), ( ), tW t x t y t شود. همچنین فرض  تعریف می

بر این است که ورق گرافن یکنواخت، همگن و ایزوتروپیک با 

  زي دلخواه و بدون اصطکاك است:شرایط مر

)9(  
 

)10(  
4 4 4

4

4 2 2 4
2

x x y y

  
   

   
  

و 1رمونیکها عملگر بايq  وارد شـده بـه ورق    بار خارجی

است. از آن جهت که در اینجا فرض شده است که در مدت زمان 

و جرم متحرك تمامـاً تمـاس    جرم بر روي ورق، بین ورقحرکت 

کننده خارجی حاصـل از عبـور جـرم     برقرار باشد، نیروي تحریک

 شود: محاسبه می )11(متحرك بر روي سطح ورق، طبق معادله 

)11(  
 

q بار متحرك وg .شتاب گرانش است X(t) وY(t)  

جایی  جابه W(t)مربوط به مسیر پارامتریک جرم متحرك، 

تابع دلتاي  δ وابسته به زمان است و وعمودي جرم متحرك 

  باشد. دیراك می

 ، ترم2اي در تئوري دیفرانسیل جزئیزنجیره و بر اساس قائده

  شود:  صورت زیر بسط داده می ) به11در معادله ( 
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)12(  

  

  روش حل - 3

در این تحقیق، تکنیک بسط تابع ویژه براي حل معادلات حـاکم  

بررسـی پاسـخ    بـراي بر حرکت جرم متحرك استفاده شده است. 

داده شـود  ورق در صورتی که مقدار بار یا جرم برابر با صفر قـرار  

)q=0آید. ) بدست می13رابطه ( 3)، از قضیه انبساط  

)13(  
 

 iام ورق و  j  فرکـانس طبیعـی   ωj کل مودهـا و ش 

                                                           
1 By harmonic 
2 Partial differentiation 
3 Expansion theory 

  باشد. یم 1برابر با 

) و فرض 9) در قسمت چپ معادله (13با جایگذاري معادله (

  :) را نوشت14توان رابطه ( می باشد،برابر با صفر  q نکهیابر 

)14(  
 

هـاي طبیعـی و   ارتعاشات آزاد ورق، فرکـانس  با حل معادلات

لازم به ذکر است که، فقط تعداد گردد. شکل مودها، استخراج می

) 13تواننـد در معادلـه (   محدودي از شـکل مودهـا در عمـل مـی    

هـا   استفاده شوند و پرواضح است که هـر چـه تعـداد مـود شـیپ     

در  4از قضـیه انبسـاط   خواهـد بـود.   تـر  قی ـدقبیشتر باشد، حـل  

   :صورت زیر قابل بیان است دانیم که حل بهارتعاشات پیوسته، می

)15(  
 

n      تعداد شکل مودهـاي اسـتفاده شـده بـراي حـل و 	��(�) 

دهـد. اکنـون بـا     هاي معین متغیـر بـا زمـان را نشـان مـی     امنهد

ــه (  ــایگزینی معادل ــه (15) و (11ج ــتفاده از 9) در معادل )، و اس

  )، خواهیم داشت:14معادله (

  
)16(  

  ) خواهیم داشت:12و با استفاده از معادله (

 
)17(  

ــرف معادلـــه (    ــرب دو طـ ــا ضـ )) در 16بـ , )i x y   و

ــرال ــري انتگ ــیت     گی ــتفاده از خاص ــا اس ــطح ورق و ب ــول س ح

  آید. ) بدست می18، رابطه (شکل مودها 5ارتونرمالیتی

   

2 2 2
0 0

0 0

2
2

0 0 20 0

2

2
1

( , ) ( , ) ( , ) Q ( )

( , ) ( , ) ( , ) Q ( )

( , ) ( , ) (X(t),Y(t)) ( )

( ( )) ( ( ))

a b

i j j j j j

a b

i j j j

n

i i j j
j

x y m x y m x y t

d
x y m x y m x y t

dt

d
x y Mg x y M Q t

dt

x X t y Y t

     

   

  

 



   

    

 
    

 

  



 


 

)18(  

                                                           
4 Expansion theory 
5 Orthonormality 
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رابطـه  صـورت   با استفاده از ویژگی تعامد حاصل انتگـرال بـه  

  است:  )19(

)19(  
 

  نتیجه: در
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)20(  

  ]:23[ تواند در قالب ماتریس زیر بیان شود می )20رابطه (

  

)21(  

M ،C ،K  وF  ،بــه ترتیــب مــاتریس جــرم، مــاتریس میرایــی

هـاي نـامبرده   باشد. کـه مـاتریس   ماتریس سختی و بردار نیرو می

صـورت   توان با استفاده از فرم بالا بـه  می )20( يشده را از معادله

  ]:9[زیر تفکیک کرد 
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هاي ورق با شـرایط مـرزي گیـردار     در این مطالعه مود شیپ

-و الگـوریتم گـرام   1نومیـا  توسط کاراکتر مـرزي ارتوگونـال پلـی   

صـورت   محاسبه شده و مجموعه توابع مستقل خطی بـه  2اسمیت

  زیر در نظر گرفته شده است:

 
)23(  

                                                           
1 Characterisitic orthogonal polynomials 
2 Gram-Schmidt 

p1 ،p2 ،p3  وp4 ر اساس شرایط مـرزي ورق و بـراي شـرایط    ب

انـد. مـود    ي زوایـاي ورق تعیـین شـده    مرزي گیردار بر روي همه

تواننـد   ورق با شـرایط مـرزي گیـردار، مـی     i(X,Y) هايشیپ

واقع صورت زیر تعیین شوند. (در  اسمیت به-توسط الگوریتم گرام

1 ،2 ،3 ،4 =i  و 
ip    به ترتیب براي شـرایط مـرزي آزاد، سـاده و

  باشد). می 2، 1، 0گیردار برابر با 

  

  

  

  

)24(  

 

 
میرایی، سختی و بـردار  هاي جرم، ي ماتریسپس از محاسبه

) بـا  21هاي به دست آمده، معادلـه (  نیرو با استفاده از مود شیپ

جهـت آنـالیز پاسـخ     3گیري نیومـارك  استفاده از تکنیک انتگرال

هاي . در همین حال فرکانس]24[دینامیکی ورق حل شده است 

هـاي تولیـد   توانند با استفاده از مود شـیپ  طبیعی صفحه نیز می

  ].25[شده محاسبه شوند 
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  یمولکول ینامیکد يساز یهشب - 4

ــه هــاي ســازي شــبیه ــه، در طــ یــنشــده در ا  ارائ  ینــدفرآ یمقال

 ییهـا  از دسـتگاه  يا کـه مجموعـه   (NVT) یزمـان  سازي یکپارچه

دارنـد و دمـا و تعـداد ذرات     ییمنبع تماس گرما یکاست که با 

 300 ي مـورد اسـتفاده  دمـا ، استفاده می شود. ها تماس دارند آن

 ترموسـتات  یتممجموعـه از الگـور   یـن ]. ا26[ مـی باشـد   ینکلو

(NVT) ثابـت   يبـرا  یقطع یکند که روش یماستفاده  هوور-نوز

 یجنبش ـ يانـرژ  یـانگین اسـت و بـه م   یستمس ينگه داشتن دما

 001/0 حـدود  MD يساز یهشب یمرحله زمان]. 26متصل است [

 (AIREBO)یربـو  ا یلتابع پتانسدر نظر گرفته شده و  یهثان یکوپ

کـربن در اشـکال    يهـا  اتم ینب یکووالانس یوندپ يساز مدل يبرا

در  ایربـو  انسـیل پت شـده. اسـتفاده   ها یدروکربنمختلف کربن و ه

 ینو همچن ـ یکو الاسـت  یارتعاش ـ ینامیکی،خواص د ینیب یشپ

اسـت   یـق دق یاربس ـ یـدروکربن کـربن و ه  ينانوسـاختارها  يانرژ

                                                           
3 Newmark`s integration 
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ــ27[ ــر  ین]. همچن ــان کمت  ــ يزم ــرف م ــرا  یرا ص ــد و ب  يکن

 ی]. در حـال 28بزرگ مناسب است [ یاسدر مق یاتم يساز یهشب

 یونــدهايپ يســاز مــدل يجــونز بــرا-لنــارد یلکــه تــابع پتانســ

-لنارد یل. پتانسشود یصفحات گرافن استفاده م ینب یواندروالس

 يها برهمکنش اساسیخواص  یفتوص يبرا یقمدل دق یکجونز 

شـامل   یل ایربو. پتانسکند یساده ارائه م يها ها و مولکول اتم ینب

  ].26[ است زیر سه عبارت

)26(  
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   EAM یلپتانس یدانم -4-1

شـد   یشنهادبار توسط داو  و باسک  پ یناول eam یلپتانس میدان

 فلزات درها  مات ینتعاملات جفت ب يبرا یلتانسپ ین]. ا30 -29[

سـطح مناسـب    يھ�ا یلگازها و پتانس یعات،جامدات، ما آلیاژها، و

 یـه روش اتم تعب يھا یلتعاملات را با استفاده از پتانس ینبوده و ا

جهـت   یلپتانس ـ یـن . در پژوهش حاضر از اکند یشده محاسبه م

(طـلا) نـانوذره متحـرك     يذرات فلز ینب يها برهمکنش یفتوص

  .استفاده شده است

  

  (lj)  لئوناردجونز یلتابع پتانس -4-2

 ی،واندروالس یفضع یوندهايپ يمناسب برا یلیلئوناردجونز پتانس

 ي (نانولولـه  گرهـا 	یتذرات تقو ینب یرپیونديغ يها همکنش بر یا

قطره  یک سازي یهجهت شب یا یسماتر یکگرافن و ...) و  ی،کربن

  . استفاده کرد توان	یسطح م یک يفلز رو

بـا رابطـه   جـونز را ا -اسـتاندارد لئونـارد   یل، پتانسlj/cutسبک

  :کند یمحاسبه م )26(

)26(  
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  با نتایج تجربی صحت سنجی نتایج تحلیلی -5

سنجی نتایج تحلیلی در این پژوهش، به بررسی نتایج  صحت براي

] 3[ ي صـیفوري و درویشـی نیـا)    مقالـه (پژوهش حاضر با نتایج 

؛ با این تفـاوت کـه مقالـه ذکرشـده در مـورد      شده است پرداخته

تر از نانو  عبور جرم متحرك بر روي ورق نازك و در مقیاس بزرگ

باشد. جهـت انجـام ایـن مقایسـه، مقـدار ضـریب        ) میمتر میلی(

 متر میلیغیرمحلی در کد مربوطه، صفر قرار داده شده تا مقیاس 

، حل تحلیلی بـه ترتیـب بـا    4و  3 هايمطابق شکل. بیایددست ب

انجـام شـده و همگرایـی در     4 و 2 ،3 (n) هـاي تعداد مودشـیپ 

  نمودارها قابل ملاحظه است. 

شـود، بـا صـفر قـرار دادن ضـریب      که ملاحظه می طور همان

غیرمحلــی در تئــوري الاستیســیته غیرمحلــی در ایــن پــژوهش، 

راه  متـر  میلـی اهمیت اثر اندازه نادیده گرفته شده و بـه مقیـاس   

 ایم. مقایسه نتایج حاصل از کد این مقالـه بـا نتـایج تجربـی     یافته

    همگرایی مناسبی را نشان می دهد. ]3[

  

  
Fig. 3 Analytical results diagram for steel sheet with dimentions 
500*450*1 ��� and moving mass with speed 1.7 m/s and two masses 
1 kg & 2 kg 

و  mm� 450*500*1د با ابعا یلورق است يبرا یلیتحل یجنمودار نتا 3شکل 

    kg 2و   kg 1و دو جرم m/s  1.7جرم متحرك با سرعت

  

  
Fig. 4 Analytical results diagram for steel sheet with dimentions 
500*450*1 ��� & 500*250*1 ��� and moving mass with speed 1.5 
m/s & 1 m/s with masses 2 kg 

 1*250*500 , د با ابعا یلورق است يبرا یلیتحل یجنمودار نتا  4 شکل

mm�mm� 450*500*1 و جرم متحرك با سرعت m/s  1، m/s  1.5 2و جرم 

kg    

  

ی مولکول کینامیدسازي  مقایسه نتایج تحلیلی و شبیه - 6

  فرض براي مدل پیش

تطابق نتایج تحلیلی و دینامیک مولکولی، تاریخچه  بیرا

و مدل  MDجایی نقطه مرکزي یک مدل پیش فرض در  جابه

افزار متلب با یکدیگر مقایسه  ه کمک نرمب تحلیلی مربوط به آن

ضرایب غیرمحلی مختلفی 	1جدول و  5شکل گردیده است. در 
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مقدار  2جدول و  6شکل براي مدل پیش فرض ارائه شده و در 

  ضریب غیرمحلی مناسب براي این مدل نمایش داده شده است.

شـده توسـط نـرم     انجام يها يساز یهفرض در شب یشپمدل 

و  30بـا عـرض    یـه ورق گرافن تـک لا یک ، افزار گسترده لمپس

با شرایط مرزي چهار طـرف گیـردار تحـت    آنگستروم  100طول 

 15عبور نانوذره متحرك از جنس طلا با هندسه مکعـب و ابعـاد   

 بــا وآنگســتروم بــر پیکوثانیــه  10آنگســتروم مکعــب و ســرعت 

  است.آنگستروم از ورق گرافن  1/0ي  فاصله

  

 
Fig. 5 Diagram of different non-local coefficients for graphene sheet 
with dimensions 3*10 nm� 

   دورق گــرافن بــا ابعــا يمختلــف بــرا یرمحلــیغ بینمــودار ضــرا  5شــکل 

nm� 3*10  

  

  nm� 3*10 ضرایب غیرمحلی مختلف براي ورق گرافن با ابعاد 1جدول 

Table 1 Different non-local coefficients for graphene sheets with 
dimensions 10*3 nm� 

(���)   (nm)ماکزیمم دفلکشن ورق گرافن 
�	nm� 

43880/0-  MD 

08255/0- 0 

12483/0- 1 

06241/0- 2 

04458/0- 8/2  

04161/0- 3 

03121/0- 4 

02497/0- 5 

0208/0- 6 

01783/0- 7 

0156/0- 8 

01387/0- 9 

  

 10در 3فـرض بـا ابعـاد     ورق پیش 6 و شکل 2مطابق جدول      

نـانومتر   8/2نانومتر مربع، در حل تحلیلی بـا ضـریب غیرمحلـی    

سـازي دینامیـک    مربع بیشترین تطابق با نتایج حاصـل از شـبیه  

  مولکولی را دارد.

 
Fig. 6 Proposed non-local coefficient for graphene sheets with 
dimensions 10*3 nm� 

  �nm 3*10 ورق گرافن با ابعاد يبرا یشنهاديپ یرمحلیغ یبضر 6شکل 
  

   nm� 3*10 ضرایب غیرمحلی مختلف براي ورق گرافن با ابعاد 2جدول 

Table 2  Different non-local coefficients for graphene sheets with 
dimensions 10*3 ��� 

  

(���) جایی ورق گرافن (نانومتر)بیشترین جابه
�	nm� 

04388/0- VMD  

04458/0- 8/2 

  

ورق گرافن  ياثر هندسه نانوذرات در حال حرکت بر رو - 1- 6

   یهلا تک

پاسـخ   ينانوذره متحرك بـر رو  یشکل هندس یرتأث یبررس براي

آنگستروم مربـع، نـانوذره    100×30ورق گرافن با ابعاد  ینامیکید

 يهـا  و حجم یکسانبا جرم  یغهو ت يکرو ی،صورت ذرات مکعب به

 7مطابق شکل آنگستروم بر پیکوثانیه  10با سرعت عبور  مختلف

  .شده است مدل

  

  

  

  
Fig. 7 Md simulation for moving load with cubic, sphere and blade 
geometry 

، ي مکعبها شبیه سازي دینامیک ملکواي بار متحرك با هندسه 7 شکل

  کره و تیغه 
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نقطه  یزمان یخچهتار 8 شکل و ییجا جابه یشترینب 3 جدول

اشکال مختلف نانوذره متحرك نشان  يورق را برا يمرکز

  دهد. یم

  

  
Fig. 8 Graph of the time history of the central point displacement of 
the graphene sheet under the effect of nanoparticles with different 
geometry and the same mass 

ورق گرافن تحت  ينقطه مرکز  ییجا جابه یزمان یخچهنمودار تار  8شکل 

  یکساناثر نانوذره با هندسه متفاوت و جرم 

  

 ي ورق گرافن تحت عبور نانوذره با هندسه یعرض یزخ یشترینب 3جدول 

  یکسانمتفاوت و جرم 
Table 3 The maximum lateral deflection of the graphene sheet under 
the passage of nanoparticles with different geometry and the same mass 

(آنگستروم) جایی بیشترین جابه هندسه  

-43882/0 مکعب  

-38384/0 کره  

-347898/0 تیغه  

  

گردد هندسه  مشاهده می 3و جدول  8که از شکل  طور همان

 جایی را داشته و تیغه کمترین جابه جایی بیشترین جابهمکعب 

در حالت مکعب باشد که  است و این بعلت هندسه سه جرم می

  ورق گرافن در طول مسیر بیشتر است. سطح تماس با

  

  نقطه مرکزگرافن ییجا مختلف بر جابه يمرز یطشرا - 2- 6

ورق گرافن  ینامیکیبر پاسخ د يمرز یطشرا اثردر این قسمت 

آنگستروم مربع تحت حرکت نانوذره با  100×30 یهلا یک

در نظر  يمرز یطشده است. شرا یبررس یزن یهندسه مکعب

 یشنما F و C که با حروف 9و در شکل  4گرفته شده در جدول 

. در باشند یکلمپ  و آزاد  م يمرز یطشرا یباند، به ترت داده شده

، )فرض یشپ سازي یهحالت شبCCCC ( يشرط مرز 3 تاراس ینا

FCFC ،CFCF ،يگذار نامی  یقهاند و طر ر نظر گرفته شدهد 

ساعتگرد و از مرز مجاور با جرم متحرك قبل از  ي،مرزیط شرا

  .شروع حرکت انتخاب شده است

 
Fig. 9 Time history diagram of the central point displacement of the 
graphene sheet with different boundary conditions under the passage of 
the moving mass 

 یطورق گرافن با شرا ينقطه مرکز  ییجا جابه یزمان یخچهنمودار تار 9شکل 

  مختلف تحت عبور جرم متحرك يمرز

  

مختلف ي مرز یطورق گرافن با شرا یعرض ییجا جابه یشترینب 4جدول 

  تحت عبور نانوذره
Table 4 Maximum transverse displacement of graphene sheet with 
boundary conditions different under the passage of nanoparticles 

   (آنگستروم) جایی بیشترین جابه  شرایط مرزي

C-C-C-C 43882/0-  

F-C-F-C 43534/0-  

C-F-C-F 49570/0-  

  

-F-C  و C-C-C-C در دو حالت 9و شکل 	4مطابق جدول 

F-C  باشد یمشابه م یباًورق گرافن تقر ينقطه مرکز ییجا جابه .

 یطشرا یل، به دلF-C-F-C نسبت به حالت C-F-C-F در حالت

 جایی	آزاد در طول ورق نسبت به عرض آن، شاهد جابه يمرز

 یطهر چه شرا ی. به عبارتباشیم	یدر ورق گرافن م یشتريب

  . یابد	یمرکز ورق کاهش م جایی	باشد، جابه یدترمق يمرز

  

  جمع بندي -7

 خطــی وغیـر  بـه کمـک تئـوري الاستیسـیته     در ایـن پـژوهش،   

 افـزار لمـپس   کمـک نـرم  بـه  سـازي دینامیـک مولکـولی     شـبیه 

(LAMMPS) روي  تـأثیر نـانوذرات متحـرك بـر     بررسـی ، جهت

جهـت  در ایـن راسـتا    .بهره گرفته شده اسـت   سطح ورق گرافن

تطابق دو روش تحلیلی و عددي، یک ضـریب غیـر محلـی بـراي     

از  آنگستروم مربع و نانوذره 100*30مدلی از ورق گرافن با ابعاد 

 10آنگسـتروم مکعـب بـا سـرعت عبـور       15جنس طلا با ابعـاد  

آنگستروم بر پیکوثانیه پیشنهاد شده است و جهت صحت سنجی 

با ورق گرافن در  صحت نتایج ]23[کمک مقاله روش تحلیلی به 

 سازي از شبیه حاصل نتایج دو ابعاد مختلف نشان داده شده است.

 از با نتـایج حاصـل   گرافنمولکولی براي ورق یک لایه  دینامیک
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 براي و شده مقایسه غیر محلی مربوط به آن، تئوري الاستیسیته

 مناسـب  پارامتر غیـر محلـی   مقدار مختلف ورق، ابعاد از یک هر

 سـه  با گرافن ورق جایی جابه زمان تاریخچه .است شده پیشنهاد

 مـی  نشـان  یکسـان  جنبشی انرژي با مکعب و تیغه کره، ذره نانو

 به. هستند پایدارتر تیغه به نسبت کره و مکعب نانوذرات که دهد

 و جـایی  جابـه  بیشـترین  مسـبب  مکعـب  ذره نـانو  خلاصه، طور

  .است تیغه و کره نانوذرات به نسبت پایداري
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