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بر نیروهاي تواند  هاي هندسی آن می عنوان یکی از بارزترین ویژگی وار، انحناهاي سطح به در فرایند فرزکاري قطعات با سطوح تندیس  
براي استخراج ناحیه درگیري ابزار  تحلیلی با ارائه مدلی تحقیقدر این . عه نهایی تأثیرگذار باشدفرزکاري و در نتیجه بر دقت ابعادي قط

اي که فرم صریح انحناهاي سطح را در بر داشته باشد، به مطالعه اثر انحناها بر نیروهاي  گونه وار، به فرز انگشتی سرکروي و سطح تندیس
کارگیري روش تبدیل از حالت  تدا نیروهاي فرزکاري با استفاده از مدل مکانیستیک و با بهبه این منظور، اب. شود فرزکاري پرداخته می

سپس، با مقایسه نتایج حاصل از مدل با نتایج موجود در مراجع معتبر به . شوند سازي می متعامد به مایل براي محاسبه ضرایب برشی مدل
ات پارامتریک، اثر انحناهاي سطح و عمق درگیري بر نیروهاي فرزکاري بررسی در ادامه با انجام مطالع. شود گذاري آن پرداخته می صحه

شکل  دهد که در عمق درگیري ثابت، انحناهاي سطح در نواحی مقعر بیشترین تأثیر، در نواحی زینی آمده نشان می دست نتایج به. شود می
، در مقادیر مشخص از انحناهاي سطح، اثر انحناها بر نیروهاي همچنین. حالت میانی و در نواحی محدب کمترین تأثیر را بر نیروها دارند

نظرکردن از انحناهاي سطح خطاي نسبی  با کاهش عمق درگیري، صرف ،عبارت دیگر به. یابد فرزکاري با کاهش عمق درگیري افزایش می
طح در صفحه عمود بر مسیر حرکت ابزار اثر دهند که انحناي س آمده نشان می دست همچنین، نتایج به. کند بزرگتري را در نتایج وارد می

  .بزرگتري بر نیروهاي فرزکاري نسبت به انحناي سطح در امتداد مسیر دارد
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 In the milling of sculptured surfaces, cutting forces and the final part accuracy can be affected by surface 
curvatures. In this paper, an analytical formulation containing the explicit form of the principal curvatures of 
surface is developed for extracting the engagement boundaries between a ball-end mill and a sculptured 
surface, and the effect of surface curvatures on the milling forces is investigated. To this end, first, a 
mechanistic cutting force model is presented for calculating the milling forces acting on a ball-end tool. 
Orthogonal to oblique cutting technique is used to calculate the cutting force coefficients, and the model is 
verified by comparing the predicted milling forces with the existing ones in the literature. Then, parametric 
studies are performed to investigate the effects of cutting depth and surface curvatures on the milling forces. 
The results show that at a constant cutting depth, the milling forces are more influenced by the surface 
curvatures at the concave and saddle regions of the surface in comparison with the convex regions. 
Furthermore, for constant values of curvatures, the effect of surface curvatures on the milling forces increases 
as the cutting depth decreases. In other words, as the cutting depth decreases, neglecting the effect of surface 
curvatures results in more relative error in the calculated milling forces. Furthermore, the obtained results 
show that the surface curvature perpendicular to the feed direction has more influence on the milling forces 
than the curvature in the feed direction. 
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  قدمهم -1

 1وار کننده بسیاري از قطعات صنعتی سطوح تندیس سطوح ایجاد
ها، قطعات  ها، قالب هاي کمپرسورها و توربین پره. شوند نامیده می

ها در صنعت  هاي آناتومیکی و بدنه سازه پزشکی جهت بازسازي
                                                             
1 Sculptured surface 

وار  هایی از قطعات با سطوح تندیس اتومبیل و هوافضا مثال
و از جمله در مرحله  در ساخت این قطعات. هستند

کمک  محوره به فرزکاري سه و پنجهاي فرایندکاري آنها،  پرداخت
 شود کار گرفته می طور گسترده به به 2ابزار فرز انگشتی سرکروي

                                                             
2 Ball-end mill 
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آن  برو بررسی پارامترهاي مؤثر  فرایندسازي این  مدل. ]1[
تواند به انتخاب پارامترهاي برشی مناسب و افزایش دقت  می

سازي  مهمترین گام در مدل. محصول نهایی کمک کند
نیروهاي فرزکاري . سازي نیروهاست کاري، مدل هاي ماشینفرایند

کار،  قطعه براي ابزار فرز انگشتی سرکروي از عواملی مانند جنس
هاي برشی ابزار، میزان عمق  جنس ابزار و پوشش آن، هندسه لبه

، )شده در راستاي نرمال سطح ضخامت ماده برداشته( 1درگیري
فاصله مسیرهاي مجاور حرکت ابزار، سرعت پیشروي و هندسه 

 ،2[ پذیرند کار در ناحیه تماس با ابزار تأثیر می محلی سطح قطعه
کار با  یک قطعه فرزکاري براي مناسب پس از انتخاب ابزار. ]3

 کاري ي ماشینجنس مشخص، سایر عواملی که بر نیروها
جمع  2کار تأثیرگذار هستند در ناحیه درگیري ابزار و قطعه

ارزترین ویژگی عنوان ب وار به ح تندیسوانحناهاي سط. شوند می
طور مستقیم بر  ظاهري این سطوح، از جمله عواملی هستند که به

کار و در نتیجه بر نیروهاي فرزکاري  ناحیه درگیري ابزار و قطعه
 مطالعه اثر انحناهاي سطح بر نیروهاي فرزکاري و. تأثیرگذارند

تواند  بررسی اثرات متقابل آنها با عمق درگیري می همچنین
ریزي  ابزار و برنامه حرکت اربردي براي تولید مسیرکارهایی ک راه

نواحی محدب، (وار  نرخ پیشروي در نواحی مختلف سطوح تندیس
  .را در اختیار قرار دهد) شکل مقعر و زینی
سازي نیروها براي ابزار فرز  هاي پیشین در حوزه مدل پژوهش

در بخش اول، . بندي کرد توان به دو بخش تقسیم سرکروي را می
ضخامت  دیدگاه هندسه ابزار، نیک فرز انگشتی سرکروي ازمکا

نیافته، اثرات خروج از مرکزیت ابزار و نحوه   شکل براده تغییر
. محاسبه ضرایب نیروي برشی مورد توجه محققین بوده است

بندي  مطالعه خود با تقسیم در 3لی و آلتینتاش ،عنوان نمونه به
ر راستاي محوري و هاي دیفرانسیلی کوچک د ابزار به المان

استفاده از فرض تراش مایل بر روي هر المان، ضرایب برشی 
هاي تراش  را با استفاده از داده 4براي مدل نیروي مکانیستیک

کارگیري روابط تبدیل از حالت متعامد به مایل  متعامد و به
براي  مدل مکانیستیکیک  ]4[در مرجع . ]2[محاسبه کردند 

ابزار فرز سرکروي داراي تیغچه الماسه ي وارده به نیروها محاسبه
کار بر نیروهاي برشی با  عهاثرات نفوذ ابزار در قط ]5[و در مرجع 

. است  شده پلاستیک ماده ارائه-ن تغییر شکل الاستوگرفتدر نظر
در نیروهاي فرزکاري با  محاسبه و همکاران نیز مدلی براي 5کائو
  .]6[گرفتن اثرات خروج از مرکزیت ابزار ارائه کردند  نظر

                                                             
1 Cutting depth 
2 Cutter-workpiece engagement (CWE) 
3 Lee and Altintas 
4 Mechanistic 
5 Cao 

سازي نیروهاي  هاي پیشین، مدل در بخش دوم پژوهش
مانند  فرایند در همراه پارامترهاي هندسی مؤثر فرزکاري به

گیري ابزار نسبت به سطح  شکل، جهت مسیرهاي ابزار منحنی 
دار و سطوح با شکل دلخواه مورد  کار، فرزکاري سطوح شیب قطعه

سازي  به مدلو همکاران در مطالعه خود  6ایکوا. است توجه بوده
اي محدب و مقعر پرداختند و  تحلیلی فرزکاري سطوح استوانه

براي  نیافته را  شکل سبه ضخامت براده تغییرروابط هندسیِ محا
هاي مختلف حرکت ابزار سرکروي روي یک سطح  حالت

سازي  کائو و همکاران نیز به مدل .]7[اي ارائه کردند  استوانه
نیروها در فرزکاري چندمحوره سطوح انحنادار با تقریب سطح با 

 ]9[در مرجع . ]8[استفاده از یک سطح کروي پرداختند 
کار  اي براده و مرزهاي ناحیه درگیري ابزار و قطعه ضخامت لحظه

و در  7وار یکنواخت محوره سطوح تندیس در فرزکاري سه
فرزکاري  فرایندسازي  سازي و بهینه مدل ]11، 10[ مطالعات

   .است محوره با ابزار فرز انگشتی سرکروي انجام شده پنج
وار  تندیس طور که قبلاً اشاره شد، انحناهاي سطح همان

کار و در نتیجه بر  طور مستقیم بر ناحیه درگیري ابزار و قطعه به
هاي تجربی  اي از داده نمونه. نیروهاي فرزکاري تأثیرگذارند

دهنده این تأثیر براي یک شرایط خاص از هندسه ابزار و  نشان
دلیل اینکه در بسیاري  به. است شده  ارائه ]8[کار در مرجع  قطعه

محاسبه ناحیه درگیري از انحناهاي  هاي موجود براي از مدل
طور ضمنی در روابط وارد  نظر شده و یا اینکه به سطح صرف

ها با  اند، انجام مطالعات پارامتریک توسط این مدل شده
هرچند مطالعات متعددي در زمینه . است هایی مواجه  محدودیت

وار وجود  فرزکاري سطوح تندیس فرایندسازي نیروها براي  مدل
اي پارامتریک بر روي  ما طبق بررسی نویسندگان، مطالعهدارد، ا

اثرات متقابل  بررسی وار و همچنین اثر انحناهاي سطح تندیس
. با عمق درگیري بر روي نیروهاي فرزکاري وجود ندارد انحناها

در این مقاله با ارائه یک مدل تحلیلی براي استخراج مرزهاي 
سطح  8ن انحناهاي اصلیکار که در آ ناحیه درگیري ابزار و قطعه

، به مطالعه شوند طور صریح در روابط وارد می هو عمق درگیري ب
دلیل  به ،در حالت کلی. شود اثرات مذکور پرداخته می

وار  فرزکاري سطوح تندیس فرایندهاي هندسی که در  پیچیدگی
سازي نیروها با واردکردن  با ابزار فرز سرکروي وجود دارد، مدل

کار مانند انحناهاي آن موجب  ح قطعهجزئیات هندسی سط
مطالعه پارامتریک حاضر . شود سازي می پیچیدگی روند مدل

کردن از انحناهاي سطح در  نظر تواند میزان خطایی که صرف می
                                                             
6 Ikua 
7 Monotonic 
8 Principal curvatures 
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   .کند را تعیین کند شرایط مختلف در نتایج وارد می
  

  فرایندهندسه  -2
اي و هندسه سطح با نیروه فرایندارتباط بین پارامترهاي 

. شود کار برقرار می فرزکاري از طریق ناحیه درگیري ابزار و قطعه
براي مطالعه اثر انحناهاي سطح و عمق درگیري بر روي نیروهاي 

طور مستقل، لازم است شرایطی که سایر عوامل  فرزکاري به
یعنی فاصله مسیرهاي مجاور حرکت ابزار و موقعیت ناحیه 

ل نباشند مدنظر آن دخیدرگیري بر روي بخش کروي ابزار در 
شیارزنی یک  فرایند 1، مطابق شکل منظور به همین. قرار گیرد

وار هنگامی که محور ابزار در راستاي بردار نرمال  سطح تندیس
صفر در  2و انحراف 1هاي هادي معادل با زاویه(سطح قرار دارد 

شعاع  ݎ ،1در شکل  .شود گرفته می در نظر) محوره فرزکاري پنج
 ௜ܮܥ، ܰمیزان عمق درگیري در راستاي نرمال سطح  ௡ܽابزار، 

اي بر روي مسیر حرکت و  نقطه مرکز کروي ابزار که نقطه
بر  ௜ܮܥتصویر نقطه  ∗ܵ نهایتاً متناظر با موقعیت تحت بررسی و

همچنین . کار در راستاي بردار نرمال سطح است روي سطح قطعه
 ∗ܵدر نقطه کار  سطح قطعهانحناهاي اصلی  گر بیان ௬ߢ و ௫ߢ

دستگاه مختصات ابزار نامیده  ௧ݖ௧ݕ௧ݔدستگاه . ]12[ هستند
آن مماس بر مسیر حرکت ابزار در نقطه  ௧ݔشود که محور  می
لازم . آن در راستاي بردار نرمال سطح قرار دارد ௧ݖو محور  ௜ܮܥ

ذکر است که مسیر حرکت ابزار در راستاي یکی از انحناهاي  به
 ௧ݕو  ௧ݔاست و بنابراین محورهاي  ر گرفته شدهنظ اصلی سطح در

چنانچه . موازي هستند ∗ܵبا راستاهاي اصلی سطح در نقطه 
باشد، علامت  ܰطرف بردار نرمال  شدن سطح به جهت خم

صورت، علامت آن   مثبت و در غیر این متناظر انحناي اصلی
ناحیه  براي استخراج مرزهاي. شود گرفته می در نظرمنفی 

کار در حوالی نقطه  درگیري نیاز به توصیف ریاضی سطح قطعه
از یک توصیف محلی مرتبه دو برحسب  ،ین منظوره اب. است ∗ܵ

  :]12[شود  زیر استفاده می صورت بهانحناهاي اصلی سطح 

ݖ  )1( =
1
ݔ௫ߢ2

ଶ +
1
ݕ௬ߢ2

ଶ − ݎ) − ܽ௡) 

ذکر است که این توصیف در دستگاه مختصات ابزار  لازم به
هاي مختلف  است و ترکیب  بیان شده 1شده در شکل  داده نشان

تواند سطوح محدب، مقعر و  می ௬ߢو  ௫ߢاز انحناهاي اصلی 
طبق قرارداد اگر علامت هر دو (شکل را توصیف کند  زینی

  ).شود انحناي اصلی سطح منفی باشد، سطح محدب نامیده می
  

                                                             
1 Lead 
2 Tilt 

 
 کار استخراج ناحیه درگیري ابزار و قطعه -3

همراه  به) CWEبا نماد اختصاري (کار  ناحیه درگیري ابزار و قطعه
نمایش داده  2شده در شکل  صورت بزرگنمایی مرزهاي آن به

فصل مشترك سطح  Bଵ، مرز 2و  1هاي  مطابق شکل .است شده
، بنابراین. تکار و سطح پیرامونی بخش کروي ابزار اس قطعه

توان با یافتن تقاطع دو سطح  را می کننده این مرز معادله توصیف
  :دست آورد زیر در دستگاه مختصات ابزار به

ݖ  )2( =
1
ݔ௫ߢ2

ଶ +
1
ݕ௬ߢ2

ଶ − ݎ) − ܽ௡) 

ଶݔ  )3( + ଶݕ + ଶݖ =  ଶݎ

دست  به )4(، معادله مرتبه چهار )3(و ) 2(از معادلات  ݖبا حذف 
  :آید می

)4(  

ܽସݔସ + ܽଶݔଶ + ܽ଴ = 0   ,   ܽସ =  ௫ଶߢ
ܽଶ = ଶݕ௬ߢ௫ߢ2 − ݎ)௫ߢ4 − ܽ௡) + 4 
ܽ଴ = ସݕ௬ଶߢ + ଶݕ4 − ݎ)ଶݕ௬ߢ4 − ܽ௡) 
										+4ܽ௡ଶ −  ௡ܽݎ8

توان با  را می) 4(معادله چهار ریشه ، ݕازاي هر مقدار  به 
ها  کمک رادیکال استفاده از حل تحلیلی معادلات مرتبه چهار به

ها  براي تعیین اینکه کدام یک از این ریشه. ]13[ دست آورد به
در  ݕمقدار  :شود دهند، روند زیر دنبال می را تشکیل می Bଵمرز 
,ݎ−]بازه  و همچنین ) 4(جاروب شده و چهار ریشه معادله  [ݎ+

محاسبه ) 2(ها با استفاده از رابطه  متناظر با این ریشه ݖمقادیر 
آمده براي هر مقدار  دست سپس از میان چهار نقطه به. شوند می
صدق کند  )5(رابطه  آنها در شرط ݔی که مختصه ، نقاط حقیقݕ

 .دهند را تشکیل می Bଵمرز 

ݔ  )5( ≥ 0 

نشان داده  Mଶو  Mଵبا  2که در شکل  Bଵانتهایی مرز نقاط 
گذاري  نام .هستند) 5(تساوي در رابطه   اند، متناظر با حالت شده

  

 

Fig. 1 Illustration of the geometry of the process and used parameters 
  سازي و پارامترهاي مورد استفاده در مدل فرایندهندسه  1شکل 

Tangent 
Plane

Workpiece 
surface
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ெభݕاي است که شرط  گونه این نقاط نیز به ≤ براي توصیف  ெమݕ
  .این نقاط در دستگاه مختصات ابزار صادق باشد

  

  
در حالت کلی از تقاطع دو سطح کروي متوالی در  Bଶمرز 

 ௜ିଵܮܥدر نقاط  ترتیب به یر حرکت ابزار که مراکز آنهاامتداد مس
در حالتی که محور ابزار در . آید دست می قرار دارند به ௜ܮܥو 

قرار  ௧ݖ௧ݕاین مرز در صفحه ، راستاي بردار نرمال سطح باشد
در  ).2و  1هاي  شکل( گیرد بر می گرفته و نقطه سر ابزار را در

در دستگاه مختصات ابزار را معادله این مرز توان  میاین حالت 
  :بیان کرد )6(رابطه صورت  به
ݖ  )6( = ଶݎ)− − (ଶݕ

భ
మ,			ݕெభ ≤ ݕ ≤  ெమݕ

براي محاسبه نیروهاي وارده به ابزار در هر لحظه، نیاز به 
نسبت  رگیري ورودي و خروجی در هر ارتفاعهاي د داشتن زاویه

شده بر  باید نقاط محاسبه ،منظور به این. سر ابزار استبه نقطه 
روي مرزهاي ناحیه درگیري به یک نمودار دوبعدي که محور 

است،  ௕߮و محور افقی آن زاویه درگیري  ௧ݖقائم آن همان محور 
یک ناحیه درگیري نمونه و نگاشت  ،3در شکل . ه شوندنگاشت

  .است نمایش داده شده ௧߮௕ݖصفحه  بر رويمرزهاي آن 
براي نگاشت مرزهاي ناحیه درگیري از دستگاه مختصات 

 :شود استفاده می )7(از رابطه  ௧߮௕ݖابزار به نمودار 

)7(  tan߮௕ =
௉್ݔ
௉್ݕ

,			߮௕ ∈  (ߨ0,2]

اط بر روي مرزهاي هاي نق مؤلفه ௉್ݕو  ௉್ݔ ،)7(که در رابطه 
و ) 3در شکل  ௕ܲعنوان نمونه نقطه  به(ناحیه درگیري 

مبناي سنجش . شده در دستگاه مختصات ابزار هستند توصیف
  .است ௧ݕنیز جهت مثبت محور  ௕߮زاویه 

  

  سازي نیروها براي ابزار فرز انگشتی سرکروي مدل -4
روهاي فرزکاري، ها براي محاسبه نی ترین مدل یکی از متداول

  .مدل نیروي مکانیستیک است

 

  

 
Fig. 3 A schematic view of the CWE region (top figure) and its map 
on the z୲φୠ diagram (bottom figure) 

و نگاشت آن بر  )شکل بالا( نمایی از یک ناحیه درگیري نمونه 3شکل 
  )نشکل پایی( ௧߮௕ݖ دوبعدي نمودار

 
هاي دیفرانسیلی نیرو که به یک المان از  در این مدل مؤلفه

 )8(رابطه  صورت توان به شوند را می هاي برشی ابزار وارد می لبه
  :]8[بیان کرد 

)8(  ⎩
⎪
⎨

⎪
௥௝ܨ݀⎧ ቀ ௝߮(ݖ)ቁ = ௥௘݀ܵܭ + ௥௖ℎ௝ܭ ቀ ௝߮(ݖ)ቁܾ݀

௧௝ܨ݀ ቀ ௝߮(ݖ)ቁ = ௧௘݀ܵܭ ௧௖ℎ௝ܭ+ ቀ ௝߮(ݖ)ቁܾ݀

௔௝ܨ݀ ቀ ௝߮(ݖ)ቁ = ௔௘݀ܵܭ ௔௖ℎ௝ܭ+ ቀ ௝߮(ݖ)ቁܾ݀

 

هاي  ترتیب مؤلفه به ௔ೕܨ݀و  ௧ೕܨ݀، ௥ೕܨ݀ ،)8(در رابطه 
دیفرانسیلی نیروي شعاعی، مماسی و محوري وارده به لبه برشی 

اي شعاعی،  ضرایب لبه ௔௘ܭو  ௧௘ܭ، ௥௘ܭون؛ ام بر حسب نیوت݆
 ௔௖ܭو  ௧௖ܭ، ௥௖ܭمماسی و محوري بر حسب نیوتون بر متر؛ و 

ضرایب برشی شعاعی، مماسی و محوري بر حسب نیوتون بر متر 
ℎ௝ ،همچنین. مربع هستند ቀ ௝߮(ݖ)ቁ شکل ضخامت براده تغییر  
طول المان دیفرانسیلی   ܵ݀ستاي نرمال سطح ابزار،نیافته در را

طول تصویر المان  ܾ݀از لبه برشی ابزار در امتداد لبه برشی و 
دیفرانسیلی لبه برشی ابزار در امتداد عمود بر سرعتی برشی لبه 

. نیافته است  شکل گر عرض براده تغییر عبارت دیگر بیان ابزار و به
 المان از یلی نیروي وارده به یکهاي دیفرانس مؤلفه 4در شکل 

  .است  شدهداده برشی ابزار نشان   لبه

  

 

Fig. 2 A schematic view of the CWE region and its boundaries 
  گذاري مرزهاي آن کار و نحوه نام ناحیه درگیري ابزار و قطعه 2شکل 
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مورد بررسی از لبه برشی  اي المان دیفرانسیلی موقعیت زاویه
رابطه صورت  ، به4شکل  و) 8(در رابطه  (ݖ)௝߮ابزار، یعنی زاویه 

  :]8[شود  محاسبه می )9(
)9(  ௝߮(ݖ) =

ߨ2
60Ω௦ݐ + (݆ − 1)

ߨ2
௙ܰ
− tanߚ଴ (1 +

ݖ
 (ݎ

هاي برشی است و از  گر شماره لبه بیان ݆اندیس که در رابطه بالا 
گذاري  شماره ௙ܰهاي برشی یعنی  اد کل لبهعدد یک تا تعد

سرعت دوران اسپیندل برحسب دور بر  Ω௦ همچنین. شود می
زاویه مارپیچ ابزار در بخش  ଴ߚزمان بر حسب ثانیه و  ݐدقیقه، 
نیروي کل وارد بر یک لبه برشی ابزار در هر . اي است استوانه

فرانسیلی نیرو بر روي هاي دی  گیري از مؤلفه لحظه، با انتگرال
دست  کار است به قسمتی از لبه برشی که در درگیري با قطعه

هاي درگیري ورودي  با توجه به اینکه در بخش قبل زاویه. آید می
محاسبه شدند، مناسب است ابتدا  ݖو خروجی برحسب مختصه 

بیان شده و سپس  ݖ݀هاي نیرو برحسب المان دیفرانسیلی   مؤلفه
عرض براده  ،همین منظور  به. انجام شود ݖي برحسب گیر انتگرال

  :بیان کرد )10(رابطه صورت  بهتوان  میرا  ܾ݀نیافته   شکل تغییر
)10(  ܾ݀ =

ݎ
(ݖ)௟ݎ			,ݖ݀(ݖ)௟ݎ = ଶݎ) − (ଶݖ

భ
మ 

شعاع محلی ابزار در بخش کروي و در  (ݖ)௟ݎکه در رابطه بالا 
طول المان . است ݖ محوري مختصه فرانسیلی باالمان دیمحل 

توان با  در امتداد لبه برشی ابزار را نیز می ܵ݀دیفرانسیلی 
 :دست آورد به )11(استفاده از رابطه 

)11(  ݀ܵ = ൫ݎ௟́
ଶ(ݖ) + (ݖ)௝ଶ́߮(ݖ)௟ଶݎ + 1൯

భ
మ݀ݖ 

است و  ݖه گر مشتق نسبت ب بیان ́−علامت  )11(که در رابطه 
௝߮(ݖ)  ݎو௟(ݖ) اند ارائه شده) 10(و ) 9(ترتیب در روابط  به .

ℎ௝نیافته   شکل ضخامت براده تغییر ቀ ௝߮(ݖ)ቁ  که در هر نقطه بر
هاي برشی در راستاي بردار نرمال سطح پیرامونی ابزار  روي لبه

، میزان پیشروي (ݖ)௝߮اي  شود، به موقعیت زاویه گیري می اندازه
ازاي دندانه و راستاي بردار پیشروي نسبت به بردار نرمال   به

گر بردار پیشروي در  بیان ࢌچنانچه . سطح ابزار بستگی دارد
امتداد مسیر حرکت در دستگاه مختصات ابزار باشد، ضخامت 

محاسبه  )12(رابطه صورت  توان به نیافته را می  شکل براده تغییر
  :کرد

)12(  ℎ௝ ቀ ௝߮(ݖ)ቁ = ࢌ ∙ ௦௣௛௘௥௘࢔  

بردار نرمال سطح پیرامونی ابزار در محل المان  ௦௣௛௘௥௘࢔که 
در دستگاه مختصات ابزار که است  مورد بررسی دیفرانسیلی

  :شود توصیف میصورت زیر  به
௦௣௛௘௥௘࢔ =

1
ݎ (ݖ)௟ݎ] sin ௝߮(ݖ) ଙ̂ + (ݖ)௟ݎ cos ௝߮(ݖ)ଚ̂ +  [࢑෡ݖ

)13(  
هاي موجود در رابطه  با استفاده از روابط اخیر، کلیه عبارت

. هستند ݖ݀و طول دیفرانسیلی  ݖقابل بیان برحسب مختصه ) 8(
بردارهاي نیروي دیفرانسیلی شعاعی،  راستاياینکه   با توجه به

مماسی و محوري در امتداد لبه برشی ابزار متغیر است، براي 
سبه کل نیروي وارده به ابزار در هر لحظه باید تصویر این محا

با توجه به . دست آورد ها در دستگاه مختصات ابزار را به مؤلفه
هاي نیرو در دستگاه مختصات ابزار و  ، ارتباط بین مؤلفه4شکل 

 :شود صورت زیر بیان می راستاهاي شعاعی، مماسی و محوري به

൞

௫௝ܨ݀
௬௝ܨ݀
௭௝ܨ݀

ൢ = 	 ቎
−ܵఏܵఝೕ(௭) ఝೕ(௭)ܥ− ఏܵఝೕ(௭)ܥ−

−ܵఏܥఝೕ(௭) ܵఝೕ(௭) ఝೕ(௭)ܥఏܥ−

ఏܥ 0 −ܵఏ
቏൞
௥௝ܨ݀
௧௝ܨ݀
௔௝ܨ݀

ൢ 

)14(   

گر توابع سینوس و  ترتیب بیان به ܥ و ܵ ،)14(که در رابطه 
صورت  به ߠ، زاویه 4همچنین مطابق شکل . کسینوس هستند

  :شود زیر محاسبه می
ߠ  )15( = sinିଵ ቆ

(ݖ)௟ݎ
ݎ

ቇ 

هاي دیفرانسیلی نیرو بر روي   گیري از مؤلفه حال با انتگرال
این  کار و سپس تکرار هاي برشی ابزار با قطعه بخش درگیر از لبه

توان نیروهاي کل که در  هاي برشی، می عمل براي تمامی لبه
راستاي محورهاي دستگاه مختصات ابزار در هر لحظه به ابزار 

  :محاسبه کرد )16(رابطه صورت  شوند را به وارد می

௤ܨ  )16( = ෍ න ௤௝ܨ݀ ቀ ௝߮(ݖ)ቁ

௭೘ೌೣೕ

௭೘೔೙ೕ

ே೑

௝ୀଵ

:ݍ			, ,ݕ,ݔ  ݖ

نقاط  ݖترتیب مختصه  به ௠௔௫௝ݖو  ௠௜௡௝ݖ ،)16(که در رابطه 
  .کار است با قطعه ابزار ام݆مرزي پایین و بالاي درگیري لبه برشی 

 

  

Fig. 4 Differential cutting forces acting on an element of the cutting 
edges 

برشی  هاي از لبه المانهاي دیفرانسیلی نیروي وارده به یک  مؤلفه 4شکل 
  ابزار

tx

ty

tz

j

d rFd aF

d tF
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  ارائه نتایج و بحث -5
ابتدا باید  ،ي وارده به ابزار، براي محاسبه نیروها)8(طبق رابطه 

اساساً  ضرایب برشی. تعیین شونداي  بهضرایب برشی و ضرایب ل
هاي برشی ابزار و جنس ابزار  کار، هندسه لبه به جنس قطعه

هاي برشی در قسمت  با توجه به تغییر هندسه لبه. بستگی دارند
سر ابزار متغیر کروي ابزار، این ضرایب نسبت به ارتفاع از نقطه 

دیل از ضرایب برشی با استفاده از روابط تب در اینجا. هستند
 تواند تغییرات مذکور را در بر گیرد حالت متعامد به مایل که می

هاي تجربی تراش متعامد براي ماده  گیري از داده با بهره و
Ti଺AlସV  اي  ضرایب لبه. اند محاسبه شده ،]2[موجود در مرجع

معمولاً مستقل از زاویه براده و سرعت برشی هستند و در امتداد 
  .شوند گرفته می در نظرهاي برشی ابزار ثابت  لبه

مرزهاي ناحیه درگیري و محاسبه نیروهاي  براي استخراج
استفاده  1متلب افزار از کدنویسی در محیط نرم ،فرزکاري

ک بر روي اثر انحناهاي قبل از انجام مطالعات پارامتری .است شده
و  شده  ارائهگذاري بر روابط  صحه اعتبارسنجی و بهسطح، 

دا همین منظور، ابت  به .شود شده پرداخته می کدنویسی انجام
ܴبراي دو سطح کروي محدب و مقعر با شعاع  = 10	mm ابزار ،

ݎسرکروي با شعاع فرز  = 5	mm درگیري  عمق براي و
ܽ௡ = 1	mm، کار با استفاده  مرزهاي ناحیه درگیري ابزار و قطعه

استخراج و با  سالیدورکسافزار  در نرم 2گونه سازي صلب از مدل
نتایج  5شکل . ه گردیدمقایس شده  ارائهنتایج حاصل از مدل 

، نتایج حاصل از مطابق این شکل. دهد آمده را نشان می دست به
سازي  با دقت خوبی بر نتایج حاصل از مدل شده  ارائهمدل 
ماکزیمم خطا بین نتایج حاصل از دو . اند گونه منطبق شده صلب

در  است که mm034/0	روش مربوط به سطح مقعر و برابر با 
  .باشد ر کوچکی میمقدا گیريمقایسه با عمق در

شیارزنی یک سطح  فرایندسنجی،  در ادامه بحث صحت
مسطح افقی توسط ابزار فرز انگشتی سرکروي در نظر گرفته 

، نیروهاي فرزکاري براي عمق درگیري 6در شکل . شود می
ܽ௡ = 1.27	mm شده و با نتایج متناظر موجود در   محاسبه

مطابق این شکل، نتایج حاصل از . اند مقایسه شده ]2[مرجع 
قت خوبی بر نتایج موجود در این مرجع شده با د  مدل ارائه

در  شده  ارائهسازي دقت مدل  منظور کمی به. منطبق است
تعریف کرد  )17(رابطه صورت  توان به محاسبه نیروها، خطا را می

]1[.  
                                                             
1 Matlab 
2 Solid modeling 

 
 

 

Fig. 5 Comparison of the CWE boundaries calculated by the proposed 
analytical model and solid modeling method for a spherical surface: (a) 
convex, (b) concave 

شده با استفاده از مدل  قایسه مرزهاي ناحیه درگیري محاسبهم 5شکل 
محدب،  )a( :براي یک سطح کروي گونه سازي صلب و مدل شده  ارائهتحلیلی 

)b( رمقع  
  

 
)17(  ݁ோெௌ =

ට∑ ∑ ൫ܨ௤೔
௣ − ௤೔ܨ

௔൯ଶ௤ୀ௫,௬,௭
௡
௜ୀଵ

ට∑ ∑ ௤೔௔ܨ
ଶ

௤ୀ௫,௬,௭
௡
௜ୀଵ

∗ 100% 

نظر،  موردها در بازه  گر تعداد کل داده بیان ݊ ،)17(که در رابطه 
 گر نشان ܽشده و بالانویس  بینی  گر مقادیر پیش نشان ݌بالانویس 

با استفاده از رابطه بالا، مقدار . است ]2[مقادیر موجود در مرجع 
 دهد براي مثال دست آمد که نشان می به %86/2 خطا برابر با

و بنابراین  مورد بررسی تطابق خوبی بین نتایج وجود دارد
براي  شده  ارائهبندي  توان از صحت کدنویسی و فرمول می

هاي عددي مورد  کمیت. محاسبه نیروها اطمینان حاصل کرد
گذاري و همچنین مرحله مطالعات  مرحله صحه استفاده در

 .اند ارائه شده 1پارامتریک در جدول 
وار  در ادامه به مطالعه پارامتریک اثر انحناهاي سطح تندیس

، )6(تا ) 2(طبق روابط . شود بر نیروهاي فرزکاري پرداخته می
هاي اصلیِ تأثیرگذار بر  براي یک ابزار با هندسه مشخص، کمیت

کار و درنتیجه بر نیروهاي فرزکاري  ناحیه درگیري ابزار و قطعه
  . هستند ௡ܽو  ௬ߢ، ௫ߢپارامترهاي 
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  ها سازي شده در شبیه هاي عددي استفاده کمیت 1جدول 

Table 1 Numerical parameters used in the simulations 
 مقدار

مطالعه  )نماد(کمیت  واحد
 پارامتریک

 گذاري صحه

5 525/9 mm   ݎ(شعاع ابزار( 

10 0 degree  ߙ(زاویه براده نرمال ابزار௡( 

30 30 degree   ߚ(زاویه مارپیچ ابزار଴(  
 )௙ܰ(هاي برشی  تعداد لبه  - 1 2

1000 269 rev/min   سرعت دوران اسپیندل)Ω௦(  
05/0 0508/0 mm/tooth  ازاي دندانه  وي به پیشر)݂(  

  
௡ܽدر مرحله اول، مقدار عمق درگیري برابر با  = 1	mm  در

، تغییرات ௬ߢو  ௫ߢنظر گرفته شده و با تغییر پارامترهاي 
، شعاع ابزار 1طبق جدول . شود نیروهاي فرزکاري مطالعه می

ݎبرابر با  = 5	mm است و بنابراین انحناهاي در نظر گرفته شده 
௫,௬ߢاصلی سطح از مقدار صفر تا  = ݎ/±1 = ±0.2	mmିଵ 

بین ) RMS(جاروب شده و تغییرات جذر متوسط مربعات 
و مدل صفحه  شده  ارائهشده با استفاده از مدل  نیروهاي محاسبه

منظور از مدل صفحه مماس مدلی است . گردد مماس بررسی می
کار،  ابزار و قطعهکه در آن براي استخراج مرزهاي ناحیه درگیري 

وار با استفاده از صفحه مماس بر آن تقریب زده  سطح تندیس
، 7در شکل ). توجه شود 1در شکل  Tangent Planeبه (شود 

نیروها با  ௭ܨو  ௬ܨ، ௫ܨهاي  شده براي مؤلفه محاسبه RMSمقادیر 
ذکر است  لازم به. اند رسم شده ௬ߢو  ௫ߢتغییر انحناهاي اصلی 

براي محاسبه این مقادیر، ابتدا تاریخچه زمانی نیروها با استفاده 
و مدل صفحه مماس در یک  شده  ارائهاز مدل ناحیه درگیري 

بین این  RMSو سپس مقدار  گردیدهدور چرخش ابزار استخراج 
  .است دو مدل محاسبه شده

دهنده تأثیر قابل  نشان 7شکل در  شده  ارائه RMSمقادیر 
. روهاي فرزکاري استکار بر روي نی جه انحناهاي سطح قطعهتو

وار بر  ، اثر انحناهاي سطح تندیسمطابق نمودارهاي این شکل
 ௭ܨبر مؤلفه  آنها بیشتر از اثرنیروها  ௬ܨو  ௫ܨهاي  روي مؤلفه

و یا  انحناهاي یک سطح با هندسه مقعر ،همچنین. است
ه یک نسبت ب ي فرزکاريي نیروهااثر بزرگتري بر رو شکل زینی

دلیل تأثیر بیشتر انحناها  این امر به. دمحدب دار  سطح با هندسه
   .ستها ا این هندسه کار در بر روي ناحیه درگیري ابزار و قطعه

  
 

  

  

Fig. 7 RMS between the calculated milling forces by the present 
and tangent plane models 

شده با استفاده از مدل  بین نیروهاي محاسبه RMSدیر مقا 7شکل 
  و مدل صفحه مماس شده  ارائهناحیه درگیري 

 

Fig. 6 Cutting forces in slot milling operation with the cutting depth 
of ܽ௡ = 1.27	mm   

௡ܽ با عمق شیارزنی فرایندنیروهاي فرزکاري در  6شکل  = 1.27	mm  
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کار را بر  اثرات انحناهاي سطح قطعه ]14[قربانی و موحدي 
آنها نشان دادند که انحناهاي . روي ناحیه درگیري بررسی کردند

شکل اثر بزرگتري بر روي  یک سطح در نواحی مقعر و زینی
ناحیه درگیري نسبت به سطوح محدب دارد که این امر 

  .شده در بالا است  کننده نتیجه اشاره تصدیق
در صفحه مسیر  کار قطعه انحناي سطح ௫ߢ، 1مطابق شکل 

 در صفحه عمود بر مسیر حرکتانحناي سطح  ௬ߢحرکت ابزار و 
، ௬ߢ، انحناي 7در شکل  شده  ارائهبر اساس نتایج . ابزار است

زار، تأثیر کار عمود بر مسیر حرکت اب یعنی انحناي سطح قطعه
 کائو و. دارد ௫ߢانحناي بزرگتري بر نیروهاي فرزکاري نسبت به 

هاي تجربی بر روي سطوح  با انجام تست ]15[همکاران 
  .اي نیز نتایج مشابهی را گزارش کردند استوانه

௡ܽ هاي درگیري مختلف براي عمق نیروها  RMSالگوي کلی  ،	
دلیل هندسه کروي سر ابزار و  است، اما به 7همانند شکل 

تغییرات غیرخطی ضرایب نیروي برشی و ناحیه درگیري با 
با افزایش عمق درگیري نیروها  RMSقادیر افزایش عمق، م

منظور مطالعه  در ادامه، به. کند صورت غیرخطی تغییر می به
اثرات متقابل انحناهاي سطح و عمق درگیري بر نیروهاي 

بر قدرمطلق مقدار  RMSفرزکاري، تغییرات نسبت مقدار 
ها و انحناهاي مختلف  متوسط نیروها، براي سطوح با هندسه

هاي محدب،  ، براي هندسه9و  8هاي  در شکل. شود مطالعه می
، ௫ܨهاي  بر مقدار متوسط مؤلفه RMSشکل، نسبت  مقعر و زینی

نیروها در مقابل عمق درگیري براي دو نسبت مختلف از  ௭ܨو  ௬ܨ
 در شده  ارائهنتایج . اند انحناهاي سطح به انحناي ابزار رسم شده

که براي یک سطح با هندسه محدب، دهد  ها نشان می این شکل
هاي درگیري  اثر انحناهاي سطح بر نیروهاي فرزکاري براي عمق

شکل و  هاي زینی مختلف تقریباً ثابت است، اما براي هندسه
  . یابد مقعر، با کاهش عمق درگیري این اثرات افزایش می

دهند که در  نشان می 9و  8هاي  طور خلاصه، نتایج شکل به
نگشتی سرکروي که در آنها هاي فرزکاري با ابزار فرز افرایند

کاري، در  هاي پرداختفرایندعمق درگیري کوچک است، مانند 
ها با عمق درگیري بزرگتر، انحناهاي سطح تأثیر فرایندمقایسه با 

بنابراین، براي . بزرگتري بر نیروهاي فرزکاري دارند نسبی
بینی نیروهاي فرزکاري در  یابی به دقت مناسب در پیش دست
سازي  ، لازم است اثرات انحناهاي سطح در مدلهافراینداین 

 .ناحیه درگیري و نیروهاي فرزکاري وارد شوند
  

  
 
  

  

  

Fig. 8 RMS per Avg. value of milling forces vs. cutting depth 
(surface curvature radius is equal to the tool radius) 

در مقابل  ي فرزکاريبر مقدار متوسط نیروها RMSنسبت  8شکل 
  )ابزار شعاعانحناي سطح برابر با شعاع (عمق درگیري 
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Fig. 9 RMS per Avg. value of milling forces vs. cutting depth 
(surface curvature radius is twice of the tool radius) 

بر مقدار متوسط نیروهاي فرزکاري در مقابل  RMSنسبت  9شکل 
  )شعاع انحناي سطح دو برابر شعاع ابزار(عمق درگیري 

  

 گیري نتیجه - 6
وار بر نیروهاي  در این مقاله به مطالعه اثر انحناهاي سطح تندیس

بدین منظور ابتدا یک مدل تحلیلی براي . فرزکاري پرداخته شد
کار که در آن  استخراج مرزهاي ناحیه درگیري ابزار و قطعه

. ارائه شد ،شوند طور صریح در روابط ظاهر می انحناهاي سطح به
ابزار فرز انگشتی سرکروي  سپس روابط محاسبه نیروهاي وارد به

  . با استفاده از مدل مکانیستیک بیان شد
با نتایج  شده  ارائهآمده از مدل   دست با مقایسه نتایج به

ه شد صحت روابط و محاسبات انجاماز موجود در مراجع معتبر، 
  .اطمینان حاصل شد

در ادامه، مطالعات پارامتریک در دو مرحله شامل مطالعه اثر 
انحناهاي سطح بر نیروهاي فرزکاري در عمق درگیري ثابت و 

درگیري بر نیروهاي   بررسی اثرات متقابل انحناهاي سطح و عمق
دهنده تأثیر  نتایج حاصل از مرحله اول نشان. فرزکاري انجام شد

خصوص براي  حناهاي سطح بر نیروهاي فرزکاري، بهقابل توجه ان
نتایج حاصله از مرحله دوم . است شکل و زینی هاي مقعر هندسه

نسبی انحناهاي  اثر، با کاهش عمق درگیري که دهد نیز نشان می
با . یابد طور قابل توجه افزایش می سطح بر نیروهاي فرزکاري به

دقت ابعادي قطعه توجه به تأثیر مستقیم نیروهاي فرزکاري بر 
عمق درگیري  هاکه در آن کاري پرداخت هايفرایندنهایی در 

گرفتن انحناهاي سطح  در نظرکوچک است،  مقداري معمولاً
  .ضروري است امري براي محاسبه دقیق نیروها
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