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پزشک با یک ابزار دورانی که سرعت بسیار بالایی  در طی این فرایند، دندان. ترمیم دندان است  پزشکی، پرکاربردترین عملیات در دندان  
هاي دندان در حین انجام این عمل تماس ابزار با لایه. کند دیده براده برداري می آسیبهاي  شدگی دارد از قسمت پوسیده دندان یا ترمیم

آگاهی از حدود یا مقدار دقیق نیروي برش در کارهاي پزشکی از اهمیت . شودها نیروهاي برشی گفته میکند که به آننیروهایی ایجاد می
اند که انجام آن به صرف  صورت آزمایشگاهی پرداخته گیري نیرو به حوزه به اندازهبالایی برخوردار است تا آنجا که کارهاي بسیاري در این 

پزشک بازخوردي از اینکه در کدام لایه در حال  هاي مختلف دندان متفاوت است و دنداننیروي برش در لایه. وقت و هزینه بالایی نیاز دارد
برانگیز  حسی و تجربی و علاوه بر آن یک مسئله چالش کاملاًپزشک  ي دنداندیگر تشخیص لایه حین عملیات، برا عبارت به. کار است ندارد

هاي ارتعاشات منبع قوي از اطلاعات هستند  سیگنال. پزشکی است سازي نیرو و ارتعاشات فرز دندانموضوع اصلی این پژوهش، شبیه .است
قطه نظر نویسندگان، براي اولین بار در این پژوهش، ضرایب از ن. هاي دندان مورد استفاده قرار گیرند توانند براي تشخیص لایه که می

چنین، براي اولین بار ارتعاشات و نیرو هم. دست آمده استافزار المان محدود بهمخصوص برش براي دو لایه اصلی دندان با استفاده از نرم
اري و در نظر گرفتن ضخامت براده دینامیکی مورد در دو لایه اصلی دندان با استفاده از تئوري تیر تیموشنکو، معادلات نیرویی فرزک

عنوان  چنین بهتوان براي بهبود کیفیت و کارایی عملیات ترمیم دندان و هم از نتایج این پژوهش می. مقایسه و تحلیل قرار گرفته است
  .اي براي ساخت یک هندپیس هوشمند استفاده کرد مقدمه

  :کلیدواژگان
  پزشکیفرز دندان

  برش ضرایب مخصوص
  ارتعاشات
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 Tooth restoration is the most frequent operation in dentistry. During this process, the dentist removes chip 
from carious or damaged restoration part of tooth by a high speed rotating tool. The forces generated due to 
tool and tooth layers contact are called cutting forces. In medical works, knowing the magnitude of cutting 
forces is very important, as many efforts has been done in this area to measure those experimentally. 
However, a lot of time, money, and energy would be require for experimental tests. The cutting force varies at 
different tooth layers and the dentist has no feedback on which layer is under milling operation (objective 
layer). In other words, a dentist detects objective layer based on experiments and physical sense during the 
operations. Consequently, online detection of objective layer is a challenging issue. The main object of current 
research is the simulation of force and vibration of dental bur. Vibration signals are a powerful source of 
information that can be used to detect dental layers. To the best author's knowledge, the specific cutting force 
coefficients for the two main dental layers are obtained for the first time in current study by using finite 
element software. In addition, for the first time, vibration and force in the two main layers of the tooth are 
compared and analyzed using the Timoshenko beam theory, the milling force equations and the dynamic chip 
thickness. The results of this effort can be used to improve the quality and efficiency of dental restoration and 
to give an initial view on producing an intelligent hand-piece. 
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  قدمهم -1

مینا،  هاي مختلفو تشکیل شده از لایهدندان عضوي غیرهمگن 
ها  دلیل پوسیدگی یا سایر بیماريهرگاه به. عاج و ریشه است

هاي ملتهب دندان را بافتپزشک آسیبی به دندان برسد دندان
و ایجاد ها پس از خالی کردن دندان از آلودگی .کندجدا می

این ماده . شودحفره، دندان با مواد خاصی مانند آمالگام پر می

http://www.smeir.org
mailto:amazidi@yazd.ac.ir
mailto:amazidi@yazd.ac.ir


  
  فاطمه ریاحی و همکاران  هاي مینا و عاجپزشکی در لایهنیرو و ارتعاشات فرز دندان سازيو مدل سازيشبیه

  

  44  8شماره  6، دوره 1398بهمن مهندسی ساخت و تولید ایران، 
 

خالی کردن دندان فقط . باید قبل از جامد شدن شکل داده شود
برداشت ماده ترمیمی  گاهیهاي آلوده نیست بلکه برداشت بافت

  . لازم استقبلی دندان نیز 
پزشک صرف پرکردن مقدار قابل توجهی از زمان یک دندان

در این . شودمی هاي قبلیپرشدگیدان و یا جایگزین کردن دن
فرایندها بیماران اغلب با احساس ناخوشایند درد و ارتعاش 

از این رو توجه به ابزار برش که براي حذف . درگیر هستند
شود حفره ترمیم استفاده می سازيو آماده دیدهآسیبهاي  بافت

ابزاري که . ]1[ مهم است این ابزارارتعاشات ناشی از و توجه به 
پزشکی نام گیرد فرز دندانبه این منظور مورد استفاده قرار می

هاي متفاوت ها و اندازهفرزهاي دندان پزشکی در شکل. دارد
 .براي کارهاي خاصی وجود دارند

اي به نام پزشکی براي چرخش باید در وسیلهدندانفرز 
پزشکی وسیله اصلی بنابراین هندپیس دندان. رار گیردق هندپیس

ترین نوع عمومی. شودپزشک استفاده میاست که توسط دندان
 500 سرعتپزشکی یک توربین هوا دارد که تا هندپیس دندان

این وسیله بدون هیچ  معمولاً. چرخدهزار دور بر دقیقه می
  .]2[شود بازخوردي استفاده می

پیشروي  میزان پزشکان براي تشخیص مواردي ماننداندند
 ی که بایدیمیزان نیروبرداري و لایه در حال برادهدر عمق دندان، 

کمک ) تجربه(س لمسی و بصري وااز ح اعمال کنند به فرز
این که در تفسیر  تلاش ایشان بر این استاگرچه . گیرند می

-به عنوان تنها ابزار مدیریت ترمیم دندان و دیگر فعالیت حواس
این با این وجود  زانه خود خبره باشندروپزشکی دندانهاي 
سرعت . منابع بازخوردي کافی و قابل اعتمادي نیستند حواس

هستند  ندپیس و محدودیت فضاي دهان از جمله عواملیبالاي ه
صري تاثیر لمسی و ب حواسکه روي دقت و قابلیت اطمینان 

پیشروي زیاد یا اشتباه ابزار در عمق دندان . ]3[گذارند می
علاوه بر این . تواند منجر به صدمه جدي به دندان شود می

هاي تکراري ممکن است پزشک به دلیل حرکتخستگی دندان
به کنترل ابزار آسیب زند و با یک حرکت چرخشی کوچک حجم 

  . بزرگی از دندان را بر دارد
  

 آناتومی دندان -1- 1
. هاي متفاوتی است شده از لایه دندان عضوي غیر همگن و تشکیل

سازند مینا، عاج و سمنتوم  هاي اصلی که دندان را می لایه
دهند و ریشه دندان  ها حجم دندان را شکل می این لایه. هستند

 . گیرند را که یک لایه درونی است در میان می
ترین  تي تاج دندان و سخترین لایه میناي دندان بیرونی

ي مقاومت در برابر ساختار مینا اجازه. بافت در بدن انسان است
اگرچه این لایه . دهد تنش برشی و نیروهاي وارد بر آن را می

مدول الاستیسیته بالایی دارد اما طبیعت شکننده، آن را مستعد 
هایی که زیر آن عاج نیست دچار شکستگی  سازد تا در ناحیه می

بار بخشی از  اگر یک. حس و حیات استمینا بخشی بدون . شود
مینا از بین برود، این لایه قادر به جایگزینی یا تولید مجدد 

اي داراي  برخلاف مینا، عاج لایه .رفته نیست هاي ازدست بافت
مواد معدنی عاج کمتر از مینا و این . ترمیم است حیات و قابل

 30درصد آب، 20ترکیب عاج . تر از استخوان است لایه سخت
از  1 شکل. ]4[درصد مواد غیرآلی است  50درصد مواد آلی و 

  .دهدهاي دندان را نشان میلایه ]4[مرجع 
  

 پزشکیفرز دندان - 2- 1
ا و ابعاد مختلف هستند که ه فرزها ابزارهاي چرخانی با شکل

این . شوند پزشک استفاده می توسط دندانهمراه با هندپیس 
پوسیده  هايبافتبرداشت  وهاي سخت  ابزارها براي برش لایه

هزار  500روند و تا سرعت کار میشده دندان پیش از پرکردن به 
 . چرخند دور بر دقیقه می

بدنه و سر فرز هر فرز دندان پزشکی از سه جزء دنباله، 
و  ی داشته باشدیک فرز باید لبه برنده خوب. تشکیل شده است

به بدنه در طی فرایند برش  اعمالیدر مقابل نیروهاي بتواند 
آورده  2 پزشکی در شکلتعدادي از فرزهاي دندان. مقاومت کند

از فولاد ضدزنگ و تنگستن  در تولید فرز عمدتاً .شده است
تنگستن کاربید یک ماده خیلی سخت و  .شودکاربید استفاده می

  .هاي بسیار بالاستمناسب براي سرعت
  

  
Fig. 1 Tooth layers [4] 

  ]4[ هاي دندانلایه 1شکل 
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. از فرز فولادي استتر شکنندهتر و تر، نرمفرز کاربیدي قوي

کاربیدي فرز در معرض شوك ممکن است بشکند در  لوییگ
فرزي که به . شودبیشتر دچار خمش میفولادي  لوییحالی که گ

برش و در  پریدگینرمی خم می شود، باعث ارتعاشات و بیرون
  .]5[ شوداختمان دندان میهاي ناخواسته به سنتیجه آسیب

 
 پزشکیندانبرش در د -3- 1

بالا  اي با سرعت دورانیوسیله با کمکپزشکی برش در دندان
پزشکی انجام معروف به هندپیس و ابزارهایی به نام فرز دندان

ابزار چرخان، دو  به وسیلهبراي برداشت بافت از دندان . شودمی
در تغییر . مکانیزم تغییر شکل پلاستیک و شکستگی وجود دارد

شکل پلاستیک، یک تراشه از میناي دندان در لبه برنده ابزار 
 . شود برداشته و یک لایه آغشته از براده تولید می

ترین نوع برش صنعتی به عمل برش دندان فرزکاري  نزدیک
راي برش دندان وجود دارد هاي دیگري نیز ب اگرچه روش. است

داشتن دستی  ها به دلیل ساختار ترکیبی دندان، نگه اما آن روش
کاري توسط اپراتورهاي مختلف و سختی  ابزار پیچیده برش

بینی  کنترل پارامترهاي متعدد محیطی قابلیت پیش
 . بسیارکمتري دارند

بر طبق اصول فرزکاري، نیروي فرزکاري از بر هم کنش بین 
بنابراین در مدل نیرویی ما . آیدار و سطح قطعه کار مینوك ابز

هندسه و دینامیک لبه برنده به جاي هندسه و دینامیک کل 
با توجه به مشخصات دینامیکی فرایند . ابزار مورد توجه است

  :شودهاي پیش رو به صورت زیر خلاصه میفرزکاري چالش
کنش در نیروهاي برهم: کنشدینامیک پیچیده برهم .1
برش با متغیرهاي زیادي مانند سرعت چرخشی ابزار، اثرات  طی

تحت ...  گرمایی ناشی از برش سرعت بالا، مکانیزم شکست ابزار و
 . گیردتاثیر قرار می

هندسه سطح دندان منحنی : هندسه و جنس دندان .2
  . هاي متفاوتی وجود داردلایهدرون یک دندان است و 
هاي ر شکلپزشکی دفرزهاي دندان: هندسه ابزار .3

پرکاربردترین این ابزارها نوع فرز فیشور . شوندمتنوعی تولید می
شکل و هندسه فرز نیز روي نیروها . مستقیم و فرز کروي هستند

   . تاثیر زیادي دارد
هاي ناگزیري از  حرکت: بینی نشده فرزحرکت پیش .4

هاي نامنظم بین ابزار برشی و  کنش بیمار و پزشک باعث برهم
 .شود می متر میلی 2تا  1حدوده دندان با م

 
  مسأله شرح -2

که بخش بزرگی از طوريبهدندان داراي ساختاري حساس است 
هاي  بافتتواند نمیدندان در صورت آسیب هر چند کوچک، 

بنابراین، دقت در  .رفته را مجددا تولید یا جایگزین کند ازدست
. برخوردار استپزشکی از اهمیت بالایی ترمیم آن در حوزه دندان

پزشک از میزان نیروي برشی این امر مستلزم آگاهی کامل دندان
بنابراین، خلق . باشدبرداري هر لایه از دندان میلازم براي براده

یک هندپیس هوشمند که بتواند موقعیت فرز در دندان و 
همچنین تغییر لایه را حین فرایند برش تشخیص دهد بسیار 

اي است که اطلاعاتی شمند وسیلههندپیس هو. سودمند است
مانند سرعت چرخش، نیرو یا پاسخ ارتعاشی را از نوك ابزار 

کند ابزار در کدام ها مشخص میکند و با توجه به آندریافت می
لایه دندان قرار دارد تا پزشک متناسب با آن لایه نیروي دست 

 . خود را تنظیم کند
کاري به  یکروفرزمهاي اخیر با توجه به ورود  اگرچه در سال

سازي تحلیلی  ی،کارهایی در حوزه مدلپزشک دندانپزشکی و 
و دندان ارائه شده است ولی  نیروي برش در جراحی استخوان

توان یافت که به بررسی تحلیلی ارتعاشات  کمتر کاري را می
پزشکی  انپرداخته باشد و اغلب بررسی ارتعاشات مته دند

محاسبات اولیه . انجام گرفته است ]1[آزمایشگاهی  صورت به
و  پزشکی توسط هنري پیرامون ارتعاشات ناشی از برش در دندان

ها با به کار بردن دستگاه ضبط براي  آن. منتشر شد ]6[ پیتون
ارتعاشات صوتی ناشی از وسایل برش در یک بلوك  آشکار کردن

و  کوچر. هاي فرکانسی را ضبط کردند عاج، مشخصات موج
با ترکیب سیگنال ارتعاشی یک دستگاه  ]7[ همکاران
روش  بردي بودن، میزان کار1و مجموعه فازي 1نیکآلتراسو

                                                             
1. Ultrasonic 

Fig. 2 Some dental burs and usage of them 
  هاپزشکی و کاربرد آن چند نمونه فرز دندان 2شکل 
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. هاي مختلف دندان را بررسی کردند تشخیص اتوماتیک لایه
و  سایل تشخیصیاده از وبود و امکان استف آمیزموفقیتنتایج 

ذاکري و . کرد یمیید تأی را پزشک دندانحین تمرین درمانی 
با تحلیل فرکانس ارتعاشات توربین هواي هندپیس  ]8[ ارزان پور

هاي مختلف  سعی در تشخیص لایه از روش انتقال فوریه سریع،
ساخت یک  منظور به ]2[ سان و همکاران .دندان داشتند

هندپیس هوشمند براي تشخیص تغییر خواص مکانیکی لایه در 
با  و ارتباط آن یريگ اندازهحال فرزکاري، نیروي پیشروي را 

 هاآن .را بررسی کردنددندان  شده خرابقسمت سرعت دورانی و 
تواند براي  یمنیروي پیشروي  که در نتایج کار خود بیان کردند

هاي دندان حین عملیات  یهلاتشخیص تغییر خواص مکانیکی 
  .پزشکی استفاده شوددندان

شده به ابزار در  علاوه بر تشخیص لایه، کنترل نیروهاي اعمال
اعمال نیروي . طی عملیات ترمیم دندان نیز بسیار مهم است

هاي مجاور حفره  افزایش دما و آسیب به بافتزیاد، موجب 
که نیروي کم ممکن است باعث احساس درد خواهد شد در حالی

هاي متفاوتی نظیر  بنابراین پزشکان از روش. در بیمار شود
سازي ریاضی و  سازي پزشکی، مدل افزارهاي شبیه استفاده از نرم

آیند تجهیزات آزمایشگاهی، میزان نیروي اعمالی مناسب در فر
ترمیم دندان را شناسایی و تأثیر عوامل مختلف روي آن را 

یر نیرو بر تأثاولین کارها در زمینه  به عنوان .کنند بررسی می
 ]9[ توان به نتایج تحقیقات سورن سان یمی پزشک دندانفرایند 

اشاره کرد که با استفاده از یک هندپیس توربین هوا نشان داد 
درصد  50توانند سرعت دورانی ابزار را تا  می بزرگکه نیروهاي 
با مطالعه دامنه ه ک ]10[جکسون طبق تحقیقات  .کاهش دهند

-هاي قبلی در کاشت لایهکاري سوراخنیروي برش و روند ماشین
معادلات نیروي برش در  دست آمد،به) ایمپلنت(هاي مصنوعی 

بالاي استخوان و  کاري سرعت کاري فلزات براي ماشینماشین
ین است که بتوان شرط اصلی ا. دندان نیز قابل استفاده هستند

رد و سپس نیروهاي کوچکی تقسیم ک برنده هايالمانبه  فرز را
به برنده روي آن اي که لبر اساس هندسه فرز و خواص لایه اولیه

سازي  بنابراین پزشکان با کمک روش مدل .کرداست، محاسبه 
مکانیکی فرایندهاي برش دندان نیز قادر به محاسبه نیروي 

اران به عنوان مثال مقدم و همک. برشی مورد نیاز خواهند بود
هاي فرزکاري فلزات، مدلی از نیروي برشی  نظر به تئوريبا  ]11[

آنها ضخامت . کاري استخوان ارائه دادند سوراخ سازي در شبیه
کاري و هاي ماشینفرمولدو روش براده را با استفاده از 

بندي محاسبه کرده و مقدار نیروهاي حاصل از دو روش را  مش
                                                                                                  
1. Phase set 

در  ]12[مرسم ها .مقایسه کردند که نتایج نزدیک به هم داشت
عنوان ابزار استفاده و  سازي، از یک مته استوانه به افزار شبیه نرم

. سازي با حالت واقعی مقایسه کرد نیروي ابزار را در حالت شبیه
او پس از تعریف مدلی ریاضی براي نیروها که مشابه مدل نیرویی 

آمده از  دست فرزکاري معمولی است نیرو را محاسبه و با نیروي به
هاي  ترتیب نیرو در لایه این به. خود مقایسه کردهاي  آزمایش

یک مدل بهبود  ]13[وو و همکاران . مختلف دندان مشخص شد
نیرو بر پایه تئوري سنگ زنی را براي شبیه  براي محاسبه یافته

ترین نوع برش صنعتی  نزدیک .سازي تعمیر دندان به کار بردند
وراخکاري و به عمل برش به عمل برش دورانی استخوان فک، س

  . دندان فرزکاري است
سازي نیرو و ارتعاشات فرز موضوع اصلی این پژوهش، شبیه

هاي ارتعاشات منبع قوي از اطلاعات  سیگنال. پزشکی است دندان
هاي دندان مورد استفاده  توانند براي تشخیص لایه هستند که می

ار در این از نقطه نظر نویسندگان، براي اولین ب. قرار گیرند
پژوهش ضرایب مخصوص برش براي دو لایه اصلی دندان با 

چنین، هم. دست آمده استافزار المان محدود بهاستفاده از نرم
براي اولین بار ارتعاشات و نیرو در دو لایه اصلی دندان با استفاده 
از تئوري تیر تیموشنکو، معادلات نیرویی فرزکاري و در نظر 

ینامیکی مورد مقایسه و تحلیل قرار گرفتن ضخامت براده د
توان براي بهبود کیفیت و  از نتایج این پژوهش می. گرفته است

اي براي  عنوان مقدمه چنین بهکارایی عملیات ترمیم دندان و هم
  . ساخت یک هندپیس هوشمند استفاده کرد

  
 روش حل و راستی آزمایی آن -3

 سازي ارتعاشاتمدل -1- 3
وماً بر اساس سه تئوري اویلر برنولی، ارتعاشات عرضی تیرها عم

تئوري اویلر برنولی براي . شوندرایلی و تیموشنکو بررسی می
رود و از اثرات لختی  به کار می) < L/d 10(تحلیل تیرهاي نازك 

یعنی صفحات . کند پوشی می دورانی و تغییر شکل برشی چشم
 عمود بر محور خنثی پس از تغییر شکل همچنان عمود بر محور

تئوري رایلی اثرات لختی دورانی را مورد توجه . مانند باقی می
. کندپوشی میدهد اما از اثرات تغییر شکل برشی چشم قرار می

تئوري تیموشنکو هر دو اثر لختی دورانی و تغییر شکل برشی را 
 .گیرد در نظر می
هاي مطرح شده براي ارتعاشات تیرها هرکدام مزایاي  تئوري

ند و با توجه به شرایط تیر، گاهی استفاده از خاص خود را دار
شود اما محققان زیادي از تئوري  تر توصیه می هاي ساده تئوري

دلیل این انتخاب، نادیده گرفتن . کنند تیر تیموشنکو استفاده می
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قبول بودن  تأثیر دو پارامتر مهم در تئوري اویلر برنولی و غیرقابل
زمان با افزایش سرعت  بینی در تئوري رایلی هم نتایج پیش

علاوه بر این، تئوري تیموشنکو . دورانی و ضریب رایلی تیر است
به دلیل داشتن نتایج بسیار نزدیک به حل دقیق الاستیسیته 

شده توسط پوچامر، مورد توجه قرار  اي ارائه براي مقاطع دایره
  .گیرد می

سازي ارتعاش در مراجع مختلف از تئوري تیرها براي شبیه
به طور . ]14[کاري استفاده شده است کار ماشینیا قطعه ابزار

پزشکی استفاده شده سازي فرز دندانفرضیات زیر براي مدلکلی 
  :است

عنوان تیر تیموشنکو یک سر ثابت در نظر   فرز به .1
 .گرفته شده است

فرز تیري با سطح مقطع دایره و یکنواخت در طول  .2
 .سازي شده استمدل

  .نظر شده است از ارتعاشات پیچشی و طولی صرف .3
ود در حال حول محور طولی خ Ωفرز با سرعت ثابت  .4

  .دوران است
  .جنس فرز همسان و ایزوتروپ فرض شده است .5

با استفاده از اصل هامیلتون معادلات حرکت و شرایط مرزي 
معادلات حرکت و شرایط مرزي با . آید براي ابزار به دست می

  :در ادامه آورده شده است ]15[توجه به مرجع 
ଵ,௭௭߰ܫܧ − ܬ ଵ߰,௧௧ − ൫ܩܣ݇ ଵ߰ + ଶ,௭൯ݑ − Ωܬ2 ଶ߰,௧ = 0 
ଶ,௭௭߰ܫܧ − ଶ,௧௧߰ܬ + ൫−߰ଶܩܣ݇ + +ଵ,௭൯ݑ Ωܬ2 ଵ߰,௧ = 0 

)1(  
ଵ,௧௧ݑܣߩ − ൫−߰ଶ,௭ܩܣ݇ + ଵ,௭௭൯ݑ = ݖ)ߜ௫ܨ − ݈)  
ଶ,௧௧ݑܣߩ − ൫ܩܣ݇ ଵ߰,௭ + ଶ,௭௭൯ݑ = ݖ)ߜ௬ܨ − ݈)      

  
  
)2( 

ଵ,௭߰ܫܧ = 0						 
ଶ,௭߰ܫܧ = 0 
൫߰ଵܩܣ݇ + ଶ,௭൯ݑ = 0			 
൫−߰ଶܩܣ݇ + ଵ,௭൯ݑ = 0 

. نیروهاي برشی هستند ௬ܨو  ௫ܨهاي در معادلات بالا ترم
شوند به صورت ضرب در چون این نیروها تنها به سر فرز وارد می

 مسألهبراي حل معادلات حرکت، دو . انددلتاي دیراك آورده شده
محاسبه شکل مودهاي خمشی تیر  مسألهاولین . باید حل گردد

. شودیکسر ثابت دورانی تیموشنکو است که به ندرت یافت می
دوم محاسبه ضرایب مخصوص برش براي یافتن مقادیر  مسأله

  .نیروهاي فرزکاري دندان است
  

 محاسبه شکل مود - 2- 3
دلات فرکانس طبیعی و شکل مودهاي براي یافتن معا

  :خمشی و برشی با فرض زیر

)3(  

߰ = ߰ଶ − ݅߰ଵ 
ݑ = ଶݑ +  ଵݑ݅
௫ܨ = ௬ܨ = 0      

 :شوند معادلات حرکت به شکل زیر تبدیل می
ݐݐݑܣߩ  )4( − ݖݖݑ൫ܩܣ݇ − ൯ݖ߰ = 0 
௭௭߰ܫܧ )5( − ௧௧߰ܬ + ௭ݑ)ܩܣ݇ −߰) + Ω߰௧݅ܬ2 = 0 

 ௭߰. شود در این دو معادله به روش زیر انجام می ݑجداسازي 
. شودقرار داده می) 5(محاسبه و در مشتق معادله ) 4(از معادله 

محاسبه و  ௭ݑ، )5(از معادله  ߰به روش مشابه، براي جداسازي 
و ) 6(در نتیجه معادلات . شودقرار داده می) 4(در مشتق معادله 

 :آیددست میبه) 7(

)6(  

௭௭௭௭ݑܫܧ − ൬
ܫܧߩ
ܩ݇ + ௭௭௧௧ݑ൰ܬ +

ܬߩ
ܩ݇ ௧௧௧௧ݑ +  ௧௧ݑܣߩ

															− ଶ௃ఘΩ
௞ீ

+௧௧௧݅ݑ ௭௭௧݅ݑΩܬ2 = 0      
  
)7( 

௭௭௭௭߰ܫܧ − ൬
ܫܧߩ
ܩ݇ + ൰ܬ ߰௭௭௧௧ +

ܬߩ
ܩ݇ ߰௧௧௧௧ + ܣߩ ௧߰௧  

																− ଶ௃ఘΩ
௞ீ

߰௧௧௧݅ + Ω߰௭௭௧݅ܬ2 = 0  
حل این ) 7(و  )6(توجه به همسان بودن دو معادله  با

 :شودمعادلات به صورت زیر فرض می

)8(  
ݑ = (ݐ)ܳ(ݖ)ܷ = ଴ܷ݁௜ௗ௭݁௜ఠ௧ 
߰ = (ݐ)ܳ(ݖ)߰ =       ଴݁௜ௗ௭݁௜ఠ௧ߖ

به ) 9(معادله ) 7(یا  )6(در معادلات ) 8(با جایگذاري رابطه 
 :آیددست می

)9(  

ସ݀ܫܧ − ൬
ܫܧߩ
ܩ݇ + ൰߱ଶ݀ଶܬ +

ܬߩ
ܩ݇ ߱

ସ −  ଶ߱ܣߩ

				− ଶ௃ఘΩ
௞ீ

߱ଷ + Ω߱݀ଶܬ2 = 0      
 :نوشت) 10(صورت رابطه را به) 9(توان معادله می

)10( ܽ݀ସ − ܾ݀ଶ + ܿ = 0  
ܽ =  	ܫܧ

ܾ = ൬
ܫܧߩ
ܩ݇ + ൰߱ଶܬ −  				Ω݀ଶ߱ܬ2

ܿ =
ܬߩ
ܩ݇ ߱

ସ −
Ωߩܬ2
ܩ݇ ߱ଷ −  ଶ߱ܣߩ

. وابسته است ߱به فرکانس طبیعی  ݀شود که  مشاهده می
ر بسته به  ܿکه  همیشه مثبت است درحالی ܽمقدا
براي حل معادله دو حالت . تواند مثبت یا منفی باشد می߱	مقدار

حالتی که براي ارتعاشات فرکانس پایین و . مورد توجه است
ଶܾ√متناسب با  − 4ܽܿ > است و حالتی که براي ارتعاشات  ܾ

ଶܾ√فرکانس بالا و متناسب با  − 4ܽܿ < چون . است ܾ
پزشکی از نوع فرکانس بالاست در این ارتعاشات فرز دندان

در این حالت پاسخ . شودتحقیق حالت دوم در نظر گرفته می
 :صورت زیر است به) 10(معادله 

)11( ݀ = ଵ̅ݏ																				ଵ̅ݏ± = ଵݏ݅ = ඨܾ −√ܾଶ − 4ܽܿ
2ܽ  
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زیر بیان  صورت بهتوانند  یممدهاي نرمال  ݀با توجه به حل 
  :شوند

(ݖ)ܷ = ଵܣ (ݖ	ଵݏ̅)ݏ݋ܿ + ଶܣ (ݖ	ଵݏ̅)݊݅ݏ + ଷܣ  (ݖଶݏ)ݏ݋ܿ
      (ݖଶݏ)	݊݅ݏସܣ+												  )12(

)13( 
(ݖ)ߖ = ሚଵܣ (ݖ	ଵݏ̅)݊݅ݏ + ሚଶܣ (ݖ	ଵݏ̅)ݏ݋ܿ +
ሚଷܣ (ݖଶݏ)݊݅ݏ +   (ݖଶݏ)	ݏ݋ሚସܿܣ

و ) 5(و ) 4(و ) 2(با جایگذاري مودهاي نرمال در معادلات 
روابط بین ضرایب مجهول، معادله فرکانس دست آوردن به

  :آیددست میبه) 14(طبیعی و شکل مودها به شکل رابطه 
(ݖ)ܷ
= ସ൫−ܿଶ̅ܣ (ݖ	ଵݏ̅)ݏ݋ܿ	̅݀
− (ܿଶ̅ ܿଵ̅) (ݖ	ଵݏ̅)݊݅ݏ + ܿଶ̅ (ݖଶݏ)ݏ݋ܿ	̅݀ + sin	(ݏଶݖ)⁄ ) 
(ݖ)ߖ = ̅݀	ସ൫ܿଵ̅ܿଶ̅ܣ (ݖ	ଵݏ̅)݊݅ݏ + ܿଶ̅	 (ݖ	ଵݏ̅)ݏ݋ܿ

+ ܿଶ̅	ଶ	݀̅ (ݖଶݏ)݊݅ݏ	 − ܿଶ̅	  ((ݖଶݏ)ݏ݋ܿ
[ܿଶ̅ݏଶ cos(ݏଶ݈) − ܿଵ̅̅ݏଵ	ܿݏ݋(̅ݏଵ	݈)]ൣݏଶcos(ݏଶ݈)

− ഥݏ) ଵ	ܿଶ̅ ܿଵ̅⁄ ) cos(̅ݏଵ	݈)] − [ܿଶ̅ cos(̅ݏଵ	݈)
− ܿଶ̅ cos(ݏଶ݈)]
+ [ܿଶ̅̅ݏଵ	݊݅ݏ(̅ݏଵ	݈)
− ܿଶ̅ݏଶ s ଶݏ−][(ଶ݈ݏ)݊݅ sin(ݏଶ݈)
+ [(݈	ଵݏ̅)݊݅ݏ	ଵݏ̅
− [ܿଶ̅ s (ଶ݈ݏ)݊݅ − ܿଵ̅݊݅ݏ(̅ݏଵ	݈)] = 0 

)14(  
به دست ) 15(که در آن پارامترهاي مجهول از رابطه 

  :آیند می
ܿଵ̅ =

ଶ߱ߩ

ଵݏ̅ܩ݇
− ܿଶ̅										ଵݏ̅ =

ଶ߱ߩ

ଶݏܩ݇
−  ଶݏ

)15(  ݀̅ =
ଶݏ− (ଶ݈ݏ)݊݅ݏ + (݈	ଵݏ̅)݊݅ݏ	ଵݏ̅
ܿଶ̅ݏଶ (ଶ݈ݏ)ݏ݋ܿ − ܿଵ̅̅ݏଵ	ܿݏ݋(̅ݏଵ	݈)

 

سازي، فرکانس طبیعی و شکل براي اطمینان از صحت مدل
مودهاي خمشی براي تیر تیموشنکو یکسر ثابت دورانی رسم و 

پارامترهاي فرکانس طبیعی . مقایسه شده است ]16[با مرجع 
  :شوند صورت زیر تعریف می بعد به بعد و سرعت دورانی بی بی

)16( ߱଴ =
߱
߱ଵ଴

,Ω଴ =
Ω
߱ଵ଴

 

 .اولین فرکانس طبیعی تیر یکسر ثابت تیموشنکو است ଵ଴߱که 
دست آمده از هاي طبیعی اول تا سوم بهفرکانس 3 در شکل

برحسب سرعت دورانی تیر رسم و  ]16[پژوهش حاضر و مرجع 
دست هاي بهشکل مود 5 و شکل 4 در شکل. اندمقایسه شده

اي هر دو بر ]16[هاي مرجع از کار حاضر و شکل مود آمده
حالت ارتعاشات فرکانس پایین و ارتعاشات فرکانس بالا آورده 

 5و  4هاي و مقایسه شکل 3 گونه که از شکلهمان. شده است
. دارد ]16[مشخص است نتایج کار حاضر نزدیکی خوبی با مرجع 

گام بعدي . سازي به صورت صحیح انجام شده استبنابراین مدل
براي حل معادلات و رسیدن به نیروي وارد بر سر ابزار، 

  .ستسازي نیروها مدل

  

  

 

  

 

  
 مدل نیروي برشی -3- 3

سازي نیروهاي فرزکاري مورد استفاده قرار روشی که براي مدل

Fig. 3 Natural frequency versus spinning speed of the beam 
  تغییرات فرکانس طبیعی برحسب سرعت دورانی تیر 3شکل 

Fig. 4 Bending mode shapes obtained from presented model 
  شکل مود خمشی پژوهش حاضر 4شکل 

Fig. 5 Bending mode shape presented by Ref. [16] 
  ]16[شکل مود خمشی مرجع  5شکل 
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این روش یک سري روابط بین . گیرد روش تحلیلی است می
به کار ) هاي مختلف در جهت(متغیرهاي فرایند و نیروهاي برش 

این روابط با استفاده از مشخصات هندسی فرایند و . برد می
شوند و براي هر  که با آزمایش تعیین می(ضرایب مخصوص برش 

 .کنند نیروها را تعیین می) کار متفاوت هستند قطعه- ابزارجفت 
براي محاسبه نیروها در فرایند فرزکاري از کار آلتینتاش 

در . استفاده شده است ]18[ و پژوهش جلیلی و همکاران ]17[
این مرجع پس از طی فرایندي محاسباتی و با فرض معین بودن 

اي مخصوص در  و ضرایب برشی لبه ضرایب برشی مخصوص
௧௖ܭ) جهات مماسی ௥௖ܭ) یو شعاع (௧௘ܭ, نیروها در جهت  (௥௘ܭ,

  :شوندصورت زیر بیان می محورهاي مختصات به
௫ܨ = −

ܰ
ߨ2 ݔ଴൫ߙൣ

−(ݐ) ݐ)ݔ − ߬)൯+ −(ݐ)ݕ଴൫ߚ ݐ)ݕ − ߬)൯+  ଴൧ߛ
௬ܨ = −

ܰ
ߨ2 ݔ଴́൫ߙൣ

−(ݐ) ݐ)ݔ − ߬)൯+ ଴ሖߚ ൫(ݐ)ݕ− ݐ)ݕ − ߬)൯+  ଴́൧ߛ
)17(  

نشان داده شده است، جهت مثبت  6 گونه که در شکلهمان
در  zعمود بر آن و محور  yدر مسیر تغذیه، محور  xمحور 

  .باشدراستاي محور ابزار و به سمت اسپیندل می
  

 محاسبه ضرایب مخصوص برش - 4- 3
براي رسیدن به ضرایب مخصوص برش دندان ابتدا باید 

یارتراشی در یک فرایند ش. سازي المان محدود انجام شود شبیه
شده سازي و نیرو روي هر لبه استخراج  شبیه 1اجافزار ادونتنرم

نرخ پیشروي _گیري، نمودار نیرو نیرو میانگین سپس از این. است
با تقریب خطی رسم و در مرحله پایانی با استفاده از معادله خط 

 . این نمودار، ضرایب تعیین شده است
 

 

  
براي اثبات صحت روش المان محدود، ضرایب مخصوص 

دست از این روش محاسبه و با ضرایب به AL6061-T6برش 
                                                             
1 Advantedge 

مقایسه شده  AL6061-T6براي جنس  ]19[آمده از کار تجربی 
  . آورده شده است 1نتایج این مقایسه در جدول . است

گونه که در جدول مشخص است نزدیکی خوبی بین همان
و نتایج روش ارائه شده  ]19[ضرایب مخصوص برش در مرجع 

و در % 10خطا کمتر از  ௧௖݇وجود دارد به طوري که در محاسبه 
بنابراین براي به دست آوردن . است% 5خطا کمتر از  ௥௖݇مورد 

توان به روش گفته ضرایب مخصوص برش براي سایر مواد نیز می
سازي روش یهبه این ترتیب با استفاده از شب. شده اعتماد کرد

المان محدود ضرایب مخصوص برش براي مینا و عاج دندان 
  .آورده شده است 2دست آمده و در جدول  به

  
 حل معادلات -5- 3

مقادیر ویژه، روش گلرکین پرکاربردترین نوع از  مسألهبراي حل 
این روش براي تیرهاي پایستار . هاي باقی مانده وزنی استروش

که روش رایلی و رایلی ریتز د درحالیو غیرپایستار کاربرد دار
در این روش پاسخ  .تنها براي تیرهاي پایستار کاربرد دارند

تابع زمانی ) nمثلاً (معادلات به شکل یک سري از ضرب تعدادي 
شود که توابع مکان در همان تعداد تابع مکانی در نظر گرفته می

گفته  ها شکل مودکنند و به آندر تمامی شرایط مرزي صدق می
 . شودمی

. شوددر نظر گرفته می 3در این مقاله تعداد شکل مودها 
در شکل مود ) 1(هاي معادله  بنابراین، با ضرب هریک از قسمت
گیري روي طول تیر، دستگاه  مربوط به آن قسمت و انتگرال

  .آید معادله به دست می 12معادلات مشتق معمولی با 
  

   AL6061-T6ضرایب مخصوص برش براي  1جدول 
Table 1 Specific cutting coefficient for AL6061-T6 

  ضریب ]19[مرجع  FEMروش 
௧௖(Nܭ  7/884 3/769 mmଶ)⁄  

௥௖(Nܭ  28/284  57/274 mmଶ)⁄  

௧௘(Nܭ 7/28  4/25 mm)⁄  

௥௘(Nܭ  83/21  34/18 mm)⁄  

  
  مینا و عاج  ضرایب مخصوص برش براي 2جدول 

Table 2 Specific cutting coefficient for enamel and dentin 
 ضریب  مینا عاج

௧௖(Nܭ  1/800 7/667 mmଶ)⁄  

௥௖(Nܭ  46/293  06/206 mmଶ)⁄  

௧௘(Nܭ 96/12  17/4 mm)⁄  

௥௘(Nܭ  94/5  28/10 mm)⁄  

  
در کار حاضر براي حل عددي معادلات مشتق معمولی از 

Fig. 6 Direction of coordinate axis and forces [19] 
  ]19[جهت محور مختصات و نیروها  6شکل 
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روش نیومارك براي حل . روش نیومارك استفاده شده است
شود معادلات دیفرانسیل مرتبه دو به صورت مستقیم استفاده می

در حالی که براي استفاده از روش رانگ کوتا باید معادلات به 
نتیجه زمان  این کار درجات آزادي و در. فضاي حالت برده شوند
پس از به دست آمدن مجهولات، با . دهدمحاسبه را افزایش می

توان پاسخ زمانی و توجه به مشخص بودن شکل مودها می
  .دست آورددرنتیجه نیروها را به راحتی به

  
 نتایجبحث و بررسی  -4

سازي و محاسبه ضرایب، پس از اطمینان از صحت مراحل مدل
توان نتایج مختلفی از جمله پاسخ زمانی و نیرو در دو لایه می

جنس فرز تنگستن کاربید و . مینا و عاج را مورد بررسی قرارداد
، سرعت چرخشی ابزار mm 1، قطر فرز mm 10طول آزاد آن 

هزار دور بر دقیقه و عمق برش در عملیات ترمیم دندان  300
mm 3/0 فرض شده است. 

 yو  xي برشی وارد بر سر فرز در دو جهت در اولین گام نیروها
نمودار  7 شکل. به عنوان خروجی برنامه متلب گرفته شده است

  . دهدمقایسه نیروي پیشروي بین دو لایه مینا و عاج را نشان می
دهنده مقایسه نیروي برسی در جهت عمود بر نشان 8شکل 

  .مسیر پیشروي بین دو لایه است
میانگین نیروي برشی ها مشخص است گونه که از شکلهمان

نیوتون  1/4نیوتون و لایه عاج  4/5وارد بر ابزار در لایه مینا  ௫ܨ
 9/1در این دو لایه به ترتیب  ௬ܨمیانگین نیروي برشی  .است

اختلاف میانگین نیرو در دو لایه  .نیوتون است 7/1نیوتون و 
تواند براي تشخیص ناشی از تفاوت سختی دو لایه است و می

  . لایه مورد استفاده قرار گیرد
  

  
  

  

	 	
لایه مینا سختی بیشتري نسبت به لایه عاج دارد بنابراین 
میانگین نیروي لازم براي برش مینا بیشتر از میانگین نیروي 

مقدار ثابتی که نیروها به آن همگرا  .لازم براي برش عاج است
   .است) 17(در معادله نیرویی  ଴́ߛو  ଴ߛهاي شدند معادل با ترم

تحقیق حاضر ضخامت براده دینامیکی مورد توجه بوده  در
جایی سر ابزار یعنی براده تشکیل شده در هر لحظه به جابه. است

 با عبارات مسألهثانیه قبل بستگی دارد و این  ߬در آن لحظه و 
(ݐ)ݔ − ݐ)ݔ − −(ݐ)ݕو  (߬ ݐ)ݕ − ) 17(در معادله نیرویی  (߬

هاي  با پژوهشتفاوت برجسته این کار . نشان داده شده است
به . است مسألهپزشکی نیز همین پیشین در زمینه نیروي دندان

که از مدل نیروي فرزکاري براي  ]12[عنوان مثال هامرسم 
محاسبه نیروي فرایند ترمیم دندان استفاده کرد ضخامت براده را 

رفته و میانگین نیرو را تنها ناشی از حرکت ثابت تیغه در نظر گ
 .نیوتون به دست آورده است 5/4برابر 

دامنه . شودمی ارتعاش ابزارنیرو روي سر ابزار باعث  اعمال
این ارتعاش یا همان پاسخ زمانی ابزار به نیروي وارد بر آن، یکی 

 9 شکل. پژوهش حاضر است دراز پارامترهاي به دست آمده 
پاسخ زمانی ابزار را در  10 لو شک xپاسخ زمانی ابزار در جهت 

هاي زمانی به یک همگرا شدن پاسخ. دهدنشان می yجهت 
مقدار ثابت نشان دهنده پایداري عملیات ترمیم دندان در یک 

  .برداري مشخص استعمق براده
. شود برداري پایداري ابزار دچار تغییر می با افزایش عمق براده

کند تا به پایداري تجربه میبه عبارتی ابزار ناپایداري بیشتري را 
ناپایدار  کاملاًابزار مجاز فراتر رود  ز حدبرسد و اگر این عمق ا

   .شود و امکان شکستن فرز درون دندان وجود داردمی
پزشکی را در لایه مینا و رفتار ارتعاشی فرز دندان 11 شکل

با افزایش . دهندبرداري متفاوت نشان میهاي برادهبراي عمق
Fig. 7 x-direction cutting force for enamel and dentin layers 

  هاي مینا و عاجبراي لایه xنیروي برشی در جهت  7شکل 

Fig. 8 y-direction cutting force for enamel and dentin layers 
  هاي مینا و عاجبراي لایه yنیروي برشی در جهت  8شکل 
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 12 رسد و در شکلبرداري فرز دیرتر به پایداري میدهعمق برا
ابزار در  متر میلی 6/0برداري شود که در عمق برادهمشاهده می

  .شودناپایدار می کاملاًاین لایه 
  

 

  

 

  

  
و  ابزار فرز بین ساختاري ارتعاشات اثر در ناپایداري این
 منطقه به برش دندانه وقتی. شودمی ایجاد تماس نقطه در دندان
 دارموج سطح یک ابزار، نوسان ينتیجه در، شودمی وارد برش
 دندانه آن، شودمی وارد برش لبه دومین وقتی. شد خواهد ایجاد

. گذاردمی جاي بر داريموج سطح نتیجه در و داشته ارتعاشی نیز
 براده ضخامت، باشند فازهم قبلی موج و حاضر موج چنانچه

 اختلاف چنانچه اما؛ ماند خواهد باقی ثابت همچنان دینامیکی
 مقدار دو بین دینامیکی براده ضخامت، باشد درجه 180 برابر فاز

 برشی نیروي اینکه به توجه با .کرد خواهد تغییر کمینه و بیشینه
 دامنه با نیز نیرو این بنابراین، است وابسته براده ضخامت به

ابزار فرز به است  ممکن نهایت در که داشت خواهد نوسان زیادي
 یا و دندان یا و برشی ابزار به ترتیباینناپایداري برسد و به

  .برساند آسیب هندپیس
 

 
Fig. 11 Influence of depth of cut on vibration response of bur at enamel 
layer 

  ي مینا در لایه فرزاثر عمق برش بر پاسخ زمانی  11شکل 

  

  

Fig. 9 x-direction vibration response of bur at enamel and dentin layers 
  هاي مینا و عاجدر لایه xدر جهت فرز پاسخ زمانی  9شکل 

Fig. 10 y-direction vibration response of bur at enamel and dentin 
layers 

  هاي مینا و عاجدر لایه yدر جهت  فرزپاسخ زمانی  10شکل 

Fig. 12 Vibration response of bur at enamel in depth=0.6mm 
  متر میلی 6/0فرز در لایه مینا با عمق برش پاسخ زمانی  12شکل 
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 گیري نتیجه -5

پزشکی به عنوان تیر یک سر ثابت مرحله اول فرز دندان در
دست سازي شد و در نتیجه معادلات حاکم بر آن بهدورانی مدل

ن در دو پارامتر مکان و زماچون ارتعاشات در فرز تابعی از . آمد
، معادلات حاکم یک دستگاه معادلات مشتق نظر گرفته شد

براي حل این دستگاه معادلات از روش . جزئی را تشکیل دادند
ابتدا با روش گلرکین دستگاه معادلات . تحلیلی استفاده شدنیمه 

  . هاي عددي حل شد به مشتق معمولی تبدیل و سپس با روش
پزشکی با سرعت زیاد از دندان آن فرز دندانعملیاتی که در 

کاري و فرزکاري عنوان سوراخکند اغلب بهبرداري میرادهب
پزشکی با توجه به تشابه هندسی فرز دندان. شودشناخته می

مورد نظر در این پروژه به فرز انگشتی، این عملیات به عنوان 
فرزکاري گرفته و نیروهاي برشی حین فرایند  فرزکاري در نظر

نیرو در این معادلات . به عنوان نیروي عرضی وارد معادلات شد
ها از این ویژگی. خیر زمانی استأتابع مکان و زمان و داراي ت

هاي پیشین در حوزه هاي مهم کار حاضر نسبت به پژوهشتفاوت
 . پزشکی است

معادلات نیرویی فرزکاري شامل ضرایبی وابسته به جنس 
پیش از . به اسم ضرایب مخصوص برش هستندکار ابزار و قطعه

استفاده از روش عددي، محاسبه این ضرایب و در نتیجه محاسبه 
کار حاضر براي اولین بار ضرایب . نیروهاي برشی الزامی است

براي . مخصوص برش را براي مینا و عاج محاسبه کرده است
افزار محاسبه این ضرایب ابتدا فرایند فرزکاي معمولی در نرم

با . سازي و نیروها استخراج شداج شبیهالمان محدود ادونت
هاي مربوط، ضرایب داشتن نیرو و جایگذاري آن در فرمول

 . مخصوص برش و در نتیجه معادلات نیرویی حساب شد
با به دست آمدن معادلات نیرویی، معادلات مشتق جزئی 

لات حاکم بر ارتعاشات ابزار با استفاده از روش گلرکین به معاد
مشتق معمولی تبدیل و سپس با روش نیومارك حل شد تا 
نیروهاي وارد بر سر ابزار و پاسخ ارتعاشی ابزار به این نیروها به 

  .دست آید
نتایج نشان داد در لایه مینا به دلیل سختی زیاد آن به 

ترین عضو بدن، نیروي بیشتري به سر ابزار وارد عنوان سخت
پیشروي ابزار بسیار بیشتر از  همچنین نیرو در جهت. شودمی

هاي زمانی همگرا شدن نیروها و پاسخ. جهت عمود بر آن است
ر به یک مقدار ثابت نشان دهنده پایداري عملیات ترمیم دندان د

البته بیشتر شدن عمق . برداري مشخص استیک عمق براده
تواند دهد و حتی میبرش زمان رسیدن به پایداري را افزایش می

توجه به اندازه دامنه ارتعاشات یا  با .ایداري فرز شودسبب ناپ

توان به فکر ساخت یک دامنه نیروي برش در هر لایه، می
هنگام لایه در حال هندپیس هوشمند بود که توانایی تشخیص به

  .برداري را داشته باشدبراده
  

  م یفهرست علا  -6
 ଵݑ	 ݔخمش نسبت به محور 
 ଶݑ ݕخمش نسبت به محور 

 ଵ߰ ݔ	زاویه خمش نسبت به محور
 ଶ߰ ݕ	زاویه خمش نسبت به محور

 ܧ مدول الاستیسیته

 ܩ مدول برشی
 ݇ ضریب تصحیح برشی

 ߩ چگالی
 ܫ ممان سطح مقطع
 ܬ ممان اینرسی تیر

 ܣ مساحت مقطع
 ݈ طول تیر

 ௫ܨ ݔنیروي برشی در راستاي محور
 ௬ܨ ݕ	نیروي برشی در راستاي محور

 φ اي لبه برندهموقعیت زاویه
 Ω سرعت دورانی ابزار

 ܰ تعداد لبه ابزار
 ௙ܿ نرخ پیشروي

 ௧௖ܭ ضریب مخصوص برشی مماسی

 ௥௖ܭ  ضریب مخصوص برشی شعاعی
 ௧௘ܭ  اي مماسیضریب مخصوص لبه

 ௥௘ܭ  اي شعاعیضریب مخصوص لبه
 ߱  فرکانس طبیعی

 ଴߱ فرکانس طبیعی بی بعد
 ଵ଴߱ اولین فرکانس طبیعی تیر

 Ω଴ سرعت دورانی بی بعد
 ߬ تاخیر زمانی
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